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ПЕРЕДМОВА

Навчально-методичний посiбник до практичних занять з курсу “Дис-
кретна математика” призначений для студентiв першого курсу механiко-
математичного факультету зi спецiальностей “математика” i “статистика”.
Змiст занять i розмiщення матерiалу вiдповiдає програмi курсу.

У методичному посiбнику поданi задачi, розв’язок яких необхiдний для
успiшного оволодiння матерiалом курсу.

Структура кожного заняття посiбника така: спочатку стисло наведенi не-
обхiднi теоретичнi вiдомостi з вiдповiдної теми i приклади розв’язання задач,
далi подано три групи задач: задачi для аудиторної роботи, додатковi задачi й
задачi пiдвищеної складностi, остання група мiстить завдання для домашньої
роботи.

Додатковi теоретичнi факти та приклади розв’язку типових задач можна
знайти в книгах iз запропонованого в кiнцi посiбника списку лiтератури.

Першi два заняття присвяченi алгебрi логiки. З матерiалу цих занять сту-
денти отримають початковi уявлення про такi поняття, як висловлювання,
логiчна функцiя, операцiя суперпозицiї, функцiонально повна система, по-
знайомляться з рiзними способами задання логiчних функцiй (табличний,
зображення полiномами i нормальними формами, геометричне зображення).
Велику увагу придiлено рiвносильним перетворенням формул алгебри ви-
словлювань.

Третє заняття присвячене методу математичної iндукцiї та принципу Дi-
рiхле. Для доведення iстинностi деякого твердження (яке залежить вiд на-
турального параметру n) методом математичної iндукцiї потрiбно дiяти так:
перевiрити базу iндукцiї, тобто виконання нашого твердження при n = 1.
Потiм здiйснюється крок iндукцiї, тобто припустивши, що твердження вико-
нується при n = k доводимо, що тодi воно виконується i для n = k + 1. При
опрацюваннi матерiалу заняття потрiбно звернути увагу i на рiзнi модифiка-
цiї цього методу. Наприклад, можна за базу iндукцiї брати n = l (l – деяке
натуральне число, яке не обов’язково дорiвнює 1), змiнювати крок iндукцiї:
iз iстинностi при n = k виводити iстиннiсть для n = k+m (m ∈ Z) i т.д. Суть
принципу Дiрiхле можна зрозумiти iз такого прикладу: неможливо розмiсти-
ти n + 1 предметiв у n комiрках так, щоб у кожнiй комiрцi було не бiльше
одного предмета.

У четвертому заняттi вводяться основнi поняття теорiї множин, опера-
цiї над множинами, розглядаються основнi правила комбiнаторики: правила
суми та добутку. При розв’язаннi кожної задачi слiд звертати увагу на те,
яке правило застосовується. За допомогою цих правил пiдраховується число
перестановок Pn = n! множини iз n елементiв, число розмiщень Ak

n iз n
елементiв по k елементiв.
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У п’ятому заняттi розглядаються комбiнацiї Ck
n з n елементiв по k еле-

ментiв. Комбiнаторний змiст чисел Ck
n такий: це число способiв вибору iз n

елементної множини k елементної пiдмножини. В цьому ж заняттi наводяться
рiзнi рекурентнi формули i спiввiдношення для чисел Ck

n. При розв’язаннi вiд-
повiдних задач необхiдно оволодiти рiзними методами доведення цих тото-
жностей: аналiтичним (за допомогою арифметичних операцiй над числовими
значеннями Ck

n), комбiнаторним (за допомогою iнтерпретацiї цих спiввiдно-
шень як числа способiв вибору елементiв iз рiзних множин), геометричним
(за допомогою iнтерпретацiї шляхами шахового мiста). Також у п’ятому за-
няттi розглядається одне iз найбiльш важливих комбiнаторних спiввiдношень
– бiном Ньютона та його застосування.

Заняття 6 присвячене комбiнацiям та перестановкам з повтореннями. У
попереднiх заняттях розглядався випадок, коли елементи, якi брали участь у
перестановках чи комбiнацiях, всi були рiзнi. Якщо ж деякi елементи однаковi,
то отримуємо менше комбiнацiй чи перестановок, бо деякi з них збiгаються.
При розв’язаннi вiдповiдних задач необхiдно звернути увагу на метод заши-
фрування комбiнацiй з повтореннями за допомогою послiдовностей з нулiв та
одиниць (елементи позначаються одиницями, а рiзнi типи вiдокремлюються
один вiд одного нулем).

Заняття 7 призначене для оволодiння методом включень i виключень.
Нехай є N предметiв, деякi з яких мають властивостi a1, ..., an. При цьому
кожний предмет може або не мати жодної з цих властивостей, або мати одну
чи кiлька властивостей. Позначимо N(ajai...ak) – кiлькiсть предметiв, якi
мають властивостi aj , ai, ..., ak (i, можливо, ще деякi з iнших властивостей).
Тодi кiлькiсть M предметiв, якi не мають жодної iз вказаних властивостей,
дорiвнює

M = N −
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

(−1)kN(ai1ai2 ...aik).

У заняттi 8 запропонованi задачi на отримання та застосування рiзнома-
нiтних формул обертання. При розв’язаннi задач цього заняття слiд прагнути
користуватись двома методами. Перший полягає у пiдстановцi виразiв для
вiдповiдних коефiцiєнтiв у праву частину рiвностi i отримання тотожностi.
Другий – у зведеннi певними замiнами пар взаємно обернених спiввiдношень,
якi доводяться, до вже вiдомих.

У заняттi 9 розглядаються задачi, якi можна звести до деякого випадково-
го блукання. Основним при їх розв’язаннi є геометрична iнтерпретацiя задачi
як деякої ламаної на координатнiй площинi. Розглядається клас ламаних з
обмеженнями. Принцип дзеркального вiдображення полягає у симетричному
вiдображеннi деякої частини ламаної вiдносно вiдповiдної прямої i у вста-
новленнi взаємно однозначної вiдповiдностi мiж класом утворених ламаних i
початковим класом. Кiлькiсть вiдображених ламаних легко порахувати, так
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як на них вже не накладаються нiякi обмеження. При пiдрахунку числа ла-
маних застосовують комбiнаторнi мiркування.

Заняття 10 призначене для оволодiння методами обчислення генeратрис.
Розглядається застосування звичайної та експоненцiйної генератрис для до-
ведення комбiнаторних тотожностей i розв’язку комбiнаторних задач. Задачi
цього заняття також призначенi для вироблення вмiння обраховувати генера-
триси рiзних числових послiдовностей. Розглядається метод доведення вза-
ємно обернених спiввiдношень за допомогою генератрис.

У заняттях 12 i 13 розглядаються важливi класи спецiальних чисел, якi
знаходять широке застосування у рiзних роздiлах математики. Це числа Бела
i Стiрлiнга (першого i другого роду). Важливими тотожностями, на яких ба-
зується розв’язок багатьох задач, є рекурентнi формули для чисел Стiрлiнга.
Особливу увагу слiд звернути на комбiнаторну iнтерпретацiю чисел Стiрлiнга.
Велика частина задач заняття присвячена рiзним функцiям вiд цих спецiаль-
них чисел: многочленам, звичайним та експоненцiйним генератрисам.

У заняттi 14 вивчаються числа Бернулi та многочлени Бернулi. Задачi, якi
поданi у цьому роздiлi, демонструють застосування цих чисел та многочленiв
для отримання рiзних спiввiдношень i розкладiв функцiй у ряди. Розглянуто
також формулу Ойлера-Маклорена та її використання.

Наступнi три заняття присвяченi елементам теорiї графiв.
Заняття 15 знайомить студентiв з базовими поняттями теорiї графiв, та-

кож розглядаються задачi про зв’язнiсть та iнварiантнiсть, радiус та дiаметр
графiв.

У заняттi 16 вивчаються такi спецiальнi види графiв, як ойлеровi та га-
мiльтоновi графи. Вивчаються необхiднi та достатнi умови ойлеровостi (на-
пiвойлеровостi) чи гамiльтоновостi (напiвгамiльтоновостi) графа.

У заняттi 17 розглядаються дерева i дводольнi графи. Вивчається, як за
допомогою числового коду Прюфера записати чи вiдновити граф, дослiджу-
ється зв’язок мiж деревами, дводольними та гамiльтоновими графами.

Заняття 18 мiстить задачi, якi потрiбно розв’язувати, спираючись на фор-
мулу Стiрлiнга. Ця формула застосовується для знаходження границь, при-
близного знаходження ймовiрностей. У цьому заняттi розглядається також
деяке узагальнення поняття “факторiал”, а саме “гамма-функцiя Ойлера”.
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ЗАНЯТТЯ 1

Елементи математичної логiки. Формули алгебри
висловлювань.

Означення 1.1. Пiд висловлюванням у математичнiй лозiцi розумiють ре-
чення, щодо якого є смисл стверджувати, iстинне воно (позначається 1) чи
хибне (позначається 0).

Введемо таке позначення: якщо A – висловлювання, то Â – його значення
iстинностi. Кожне висловлювання набуває одне i тiльки одне iз двох значень
– iстина чи хиба.

Означення 1.2. Два висловлювання A i B називають рiвносильними (i пи-
шуть A ≡ B), якщо Â = B̂, тобто

A ≡ B ⇔ Â = B̂.

Логiчнi операцiї слугують для утворення складних висловлювань, виходя-
чи з простих. У наступнiй таблицi записанi основнi логiчнi операцiї:
x y �x x ∨ y x ∧ y x → y x ∼ y

заперечення диз’юнкцiя кон’юнкцiя iмплiкацiя еквiваленцiя
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1
Таку таблицю, яка виражає значення iстинностi складних висловлювань,
утворених за допомогою логiчних операцiй, називають таблицею iстинностi.

Диз’юнкцiю також називають логiчним додаванням, її результат – логi-
чною сумою, члени – доданками. Кон’юнкцiя – логiчне множення.

Приклад 1.3. Щоб пояснити, що означення iмплiкацiї вiдповiдає iнтуїтивнiй
лозiцi й мовнiй конструкцiї “якщо ..., то ***”, згадаємо одну теорему з ари-
фметики: Q(x) = “Якщо натуральне число x дiлиться на 4, то воно дiлиться
на 2”. Позначимо висловлювання A(x) = “Натуральне число x дiлиться на
4”, B(x) = “Натуральне число x дiлиться на 2”. Тодi маємо

Q(x) ≡ A(x) → B(x). (1.1)

Фiксуючи в (1.1) значення x = 8, 2, 3, реалiзуємо рядки 1 → 1, 0 → 1, 0 → 0.
Оскiльки теорема справедлива, тобто Q(x) ≡ A(x) → B(x) ≡ 1, очевидно,
для (1.1) не можна пiдiбрати таке значення x, щоб вiдбулася ситуацiя 1 → 0.
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Означення 1.4. (i) Кожне елементарне висловлювання, символи логiчних
змiнних є формулами алгебри висловлювань.

(ii) Якщо A i B – формули, то �A, �B, A ∨ B, A ∧ B, A → B, A ∼ B –
теж формули.

(iii) Iнших формул алгебри висловлювань немає.

Формула алгебри висловлювань набуває одного зi значень (0 або 1) у вiд-
повiдностi до значень елементарних висловлювань, що її утворюють. Якщо
розглядати останнi як незалежнi змiннi, то з формулою можна спiвставити
деяку функцiю. Таку функцiю називають логiчною, ї ї областi значень i ви-
значення – множина {0, 1}.
Означення 1.5. Двi формули алгебри висловлювань A i B називають рiв-
носильними (A ≡ B), якщо їхнi таблицi iстинностi спiвпадають (вiдповiднi
логiчнi функцiї рiвнi).

Означення 1.6. Кажуть, що формула алгебри висловлювань є тотожно
iстинною (тотожно хибною), якщо вiдповiдна логiчна функцiя дорiвнює 1 (0)
для будь-яких значень незалежних змiнних. Тотожно iстиннi формули також
називають тавтологiями, а тотожно хибнi – суперечностями чи нездiйснюва-
ними. Формулу, яка iстинна при деякiй iнтерпретацiї, називають здiйснюва-
ною.

Приклад 1.7. Якщо формули A i A → B – тавтологiї, то формула B –
тавтологiя.

Доведення. Вiд супротивного. Нехай B̂ = 0. Але Â = 1, бо A – тавтологiя.
Значить, A → B ≡ 0, що суперечить тому, що A → B – тавтологiя.

Порядок дiй при обчисленнях за формулою. Заперечення незалежних
змiнних передує всiм iншим дiям. Кон’юнкцiя (множення) — передує диз’юн-
кцiї (додаванню), яка, у свою чергу, передує iмплiкацiї та еквiваленцiї. Останнi
двi виконуються, як записанi, злiва направо. Смисл дужок такий же, як i в
арифметицi.

Теорема 1.8. Мають мiсце наступнi 19 рiвносильностей для булевих операцiй
алгебри висловлювань:
1) �(�a) ≡ a – закон подвiйного заперечення;
2) a ∨ b ≡ b ∨ a
3) a ∧ b ≡ b ∧ a

}
– комутативнi закони;

4) a ∨ (b ∨ c) ≡ (a ∨ b) ∨ c
5) a ∧ (b ∧ c) ≡ (a ∧ b) ∧ c

}
– асоцiативнi закони;

6) a ∨ (b ∧ c) ≡ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
7) a ∧ (b ∨ c) ≡ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

}
– розподiльчi закони;
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8) a ∨ a ≡ a
9) a ∧ a ≡ a

}
– закони iдемпотентностi;

10) �(a ∨ b) ≡�a∧�b
11) �(a ∧ b) ≡�b∨�a

}
– закони де Моргана;

12) a ∨ 1 ≡ 1
13) a ∨ 0 ≡ a
14) a ∧ 1 ≡ a
15) a ∨ 0 ≡ 0

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ – закони нуля та одиницi;

10) a ∨ (a ∧ b) ≡ a
11) a ∧ (a ∨ b) ≡ a

}
– закони поглинання;

18) a∨ �a ≡ 1 – закон виключеного третього;
19) a∧ �a ≡ 0 – закон суперечностi.

Означення 1.9. Кажуть, що логiчна функцiя f зберiгає нуль (одиницю),
якщо f(0, . . . , 0) ≡ 0 (вiдповiдно f(1, . . . , 1) ≡ 1).

Клас усiх логiчних функцiй, що зберiгають нуль (одиницю), позначатиме-
мо через P0 (P1).

Означення 1.10. Будемо казати, що логiчна функцiя самодвоїста, якщо
вона є двоїстою сама до себе, тобто f(x1, . . . , xn) – самодвоїста, якщо
f(x1, . . . , xn) ≡�f( �x1, . . . , �xn).

Клас усiх самодвоїстих логiчних функцiй позначатимемо через S.

Приклад 1.11. Легко перевiрити, що 0 ∈ P0, 0∈̄P1, 0∈̄S, 1 ∈ P1, 1∈̄P0, 1∈̄S,
x∈P0, x∈P1, x∈S, �x∈̄P0, �x∈̄P1, �x∈S, x ∧ y ∈ P0, x ∧ y ∈ P1, x ∧ y∈̄S.

Задачi для аудиторної роботи

1. Побудувавши таблицi iстиностi, перевiрити, чи будуть наступнi формули
алгебри висловлювань тавтологiями:

а) (d ∼ c) → (d → c);
б) ((c → d) → c) → d.

2. За звинуваченням у пограбуваннi пiд слiдством перебувають A, B i C.
Встановлено наступне:

1) якщо A не винний чи B винний, то C – винний;
2) якщо A не винний, то i C не винний.

Чи винний A?
3. Чи є логiчними наступнi мiркування? Якщо Петро є членом нашої ко-

манди, то вiн обов’язково хоробрий i добре володiє технiкою удару. Але вiн
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не належить до нашої команди. Отже, вiн або не хоробрий, або ж не володiє
технiкою удару.

4. Довести рiвносильностi:
а) x → y ≡�x ∨ y;
б) x ∼ y ≡ (x → y) ∧ (y → x) ≡ (�x ∨ y) ∧ (�y ∨ x) ≡ x ∧ y∨ �x∧�y.

5. Якi з рiвносильностей є iстинними:
а)�(x → y) ≡ x∧�y чи �(x → y) ≡�x ∧ y;
б) (x → y) → y ≡ x ∨ y чи x → (y → y) ≡ x ∨ y?

6. Користуючись методом вiд супротивного, перевiрити, чи будуть тавто-
логiями такi формули:

а) (x1 → x2) → ((x1 ∨ x3) → (x2 ∨ x3));
б) ((�x1 ∨ x2) ∧ (x1∨�x2)) → ((x1 → (x2 ∨ x3)) → (x1 → x3)).

7. Перетворити формули алгебри логiки, мiнiмiзувавши кiлькiсть дiй:
а) ((x1 ∧ x2) ∨ x3) → (x1 → (x2 ∨ x3));
б) ((x1 → x2) ∧ (x1 ∨ (x2 ∧ x3)) ∧ (x1 → x3))∨�x3.

8. До яких з класiв P0, P1, S належить функцiя x → y?
9. Пiдрахувати кiлькiсть логiчних функцiй вiд n змiнних, якi зберiгають

нуль.
10. Знайти всi самодвоїстi функцiї вiд двох i трьох змiнних. Пiдрахувати

число самодвоїстих функцiй вiд n змiнних (допускаючи i фiктивне входження
змiнних).

Додатковi задачi

1. У мiстi A живуть лицарi, тобто люди, якi завжди говорять правду. На
вiдмiну вiд жителiв мiста B, де живуть лише брехуни, якi завжди брешуть.
Яке питання має задати мандрiвник, щоб, отримавши вiдповiдь “так” чи “нi”,
дiзнатися, в якому iз цих мiст вiн знаходиться?

2. Жителi деякої країни подiляються на лицарiв i брехунiв. Якось у кiмнатi
зiбралось 10 жителiв цiєї країни, i кожен з них сказав, звертаючись до iнших:
“Ви всi — брехуни”. Скiльки серед цих людей було лицарiв i скiльки брехунiв?

3. Мiж чотирма жителями (A, B, C, D) країни iз попередньої задачi
вiдбулася наступна розмова.

A: “Всi ми лицарi”. B: “A бреше”. C: “Принаймнi двоє з нас — брехуни”.
D: “Принаймнi троє з нас — брехуни”.

Хто з них брехун, а хто лицар?
4. У готелi на березi моря вiдпочивають тато, мама, син i двоє дочок. До

снiданку члени сiм’ї часто купаються в морi. Вiдомо, що
1) якщо купається тато, то обов’язково купаються мама i син;
2) якщо купається син, то обов’язково купається старша дочка;
3) мама i молодша дочка нарiзно не купаються;
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4) хтось iз чоловiкiв завжди купається.
Одного ранку iз дочок купалася лише одна. Хто купався цього ранку?

5. Для яких n формула:
а) Fn(x) = (. . . ((((x →�x) → x) →�x) → x) → . . . );
б) Fn(x) = (. . . ((((x → x) → x) → x) → x) → . . . ), що мiстить n

знакiв iмплiкацiї, є тавтологiєю?
6. Нехай f(x1, . . . , xm), g1(x1, . . . , xn), . . ., gm(x1, . . . , xn) – самодво-

їстi функцiї. Показати самодвоїстiсть складної функцiї h(x1, . . . , xn) =
f(g1, . . . , gn)(x1, . . . , xn).

Задачi для самостiйної роботи

1. Скласти таблицi iстинностi наступних формул алгебри висловлювань:
а) (x ∨ y) → (x ∧ y);
б) (x → y) ∧ (y → z) → (x → z);
в) (x∧�z →�y) ∼ x;
г) (�x∨�y) ∧ z → (x ∼ y).

2. Визначити, хто iз чотирьох пiдозрюваних брав участь у пограбуваннi
банку, якщо вiдомо:

1) якщо грабував A, то i B грабував;
2) якщо грабував B, то або C грабував, або A не грабував;
3) якщо D не грабував, то A грабував, а C не грабував;
4) якщо D грабував, то i A грабував.
3. Чи логiчнi такi мiркування? У спортивному клубi мiста Кумертау є

такi правила: той, хто не займається в шаховiй секцiї, не може займатись
в секцiї плавання. Кожен, хто вiдвiдує заняття з шахiв, повинен вiдвiдувати
також секцiю плавання i спортивної гiмнастики. Отже, кожен, хто займається
в секцiї плавання в цьому клубi, повинен вiдвiдувати заняття зi спортивної
гiмнастики.

4. Довести розподiльчi закони та закони поглинання (див. теорему 1.8).
5. Довести рiвносильностi, використовуючи перетворення в алгебрi логiки:

а) �(�x →�y) ∼ x ≡ (x ∼ y)∧�x;
б) x → (y → z) ≡ x ∧ y → z.

6. Користуючись методом вiд супротивного, пересвiдчитися, що формули
а) (�(x1 ∨ x2) → (x1 ∧ x2 ∧ x3))∨�(x1 ∧ x3);
б) ((x1 → x2)∧(x3 → x4)∧(x5 → x6)) → ((x1∧x3∧x5) → (x2∧x4∧x6))

є тавтологiями.
7. До яких з класiв P0, P1, S належать функцiї x ∨ y, x ∼ y?
8. Пiдрахувати кiлькiсть логiчних функцiй вiд n змiнних, якi зберiгають

одиницю.
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ЗАНЯТТЯ 2

Нормальнi форми. Релейно-контактнi схеми. Критерiй
Поста

Означення 2.1. Нехай σ ∈ {0, 1}, x – змiнна висловлювань. Визначимо

xσ =

{
x, якщо σ = 1,
�x, якщо σ = 0.

Означення 2.2. Елементарною диз’юнкцiєю (кон’юнкцiєю) називають ди-
з’юнкцiю (кон’юнкцiю) скiнченного числа рiзних логiчних змiнних, кожна з
яких може мати чи не мати заперечення.

Означення 2.3. Формула алгебри висловлювань задана у диз’юнктивно-
кон’юктивнiй нормальнiй формi (ДНФ), якщо вона представлена у вигля-
дi диз’юнкцiї кон’юнкцiй елементарних висловлювань (тобто змiнних) та їх
заперечень.

Означення 2.4. Формула алгебри висловлювань задана у кон’юктивно-
диз’юнктивнiй нормальнiй формi (КНФ), якщо вона представлена у виглядi
кон’юнкцiї диз’юнкцiй елементарних висловлювань та їх заперечень.

Приклад 2.5.

1 ≡ (x) ∨ (�x) ≡ (x∨ �x),
ДНФ КНФ

0 ≡ (x∧ �x) ≡ (x) ∧ ( �x).
ДНФ КНФ

Формула x одночасно є i ДНФ, i КНФ.

Теорема 2.6. Для довiльної формули алгебри висловлювань iснують рiвно-
сильнi їй ДНФ i КНФ.

Алгоритм зведення до КНФ i ДНФ:
1) позбавляються вiд зв’язок iмплiкацiї та еквiваленцiї:

x → y ≡�x ∨ y, x ∼ y ≡ x ∧ y ∨ �x∧�y;
2) використовуючи закони де Моргана, зводять заперечення до незале-

жних змiнних:
�(x ∨ y) ≡�x∧�y, �(x ∧ y) ≡�x∨�y;

3) для зведення до ДНФ розкривають дужки за першим розподiльчим
законом:

(x ∨ y) ∧ z ≡ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z),
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для зведення до КНФ перетворюють суми в добутки за другим розподiльчим
законом:

x ∧ y ∨ z ≡ (x ∨ z) ∧ (y ∨ z);

4) позбавляються вiд подвiйних заперечень, якщо такi є.

Означення 2.7. Досконалою диз’юнктивною (кон’юнктивною) нормальною
формою формули алгебри висловлювань (ДДНФ (ДКНФ)) називають ДНФ
(КНФ), у якої:

(i) кожен доданок (множник) мiстить спiвмножниками (доданками) усi
змiннi – iз чи без заперечення, але не разом;

(ii) вiдсутнi повторення доданкiв i спiвмножникiв.

Теорема 2.8. Для довiльної не тотожно хибної формули алгебри висловлю-
вань iснує i єдине її зображення у виглядi ДДНФ, тобто у виглядi

f(x1, x2, . . . , xn) ≡
∨

σi∈{0,1}, i=1,n : f̂(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 ∧ . . . ∧ xσn

n . (2.1)

Теорема 2.9. Для довiльної не тотожно iстинної формули алгебри вислов-
лювань iснує i єдине її зображення у виглядi ДКНФ, тобто у виглядi

f(x1, x2, . . . , xn) ≡
∧

σi∈{0,1}, i=1,n : f̂(σ1,...,σn)=0

(xσ1
1 ∨ . . . ∨ xσn

n ) . (2.2)

Зведення до ДДНФ (ДКНФ). Аналiтичний спосiб. Формулу зводять до
ДНФ (КНФ). Тi доданки (множники), у якi спiвмножниками (доданками)
входять не всi змiннi, домножують на одиницi (додають нулi), представленi у
виглядi диз’юнкцiї (кон’юнкцiї) кожної вiдсутньої змiнної iз ї ї запереченням,
i за першим (другим) розподiльчим законом розкривають дужки (зводять цi
множники до сум). Останнiм кроком виключаються повторення змiнних.

Табличний спосiб. Складається таблиця iстинностi. Розглядаються лише
тi рядки таблицi, у яких функцiя набуває значення 1 (0). Кожному такому
рядку вiдповiдає кон’юнкцiя (диз’юнкцiя) всiх аргументiв (без повторень),
причому аргумент, що набуває значення 0, входить до неї iз (без) запере-
ченням, значення 1 — без (iз) заперечення. Нарештi утворюють диз’юнкцiю
(кон’юнкцiю) всiх отриманих кон’юнкцiй (диз’юнкцiй).

Приклад 2.10.

x ∼ y →�(z ∼ x ∧ y) ≡�(x ∧ y∨ �x∧�y)∨ �(x ∧ y ∧ z∨ �(x ∧ y)∧�z) ≡

≡�(x ∧ y)∧ �( �x∧�y)∨ �(x ∧ y ∧ z)∧ �( �(x ∧ y)∧�z) ≡
13



≡ ( �x∨ �y) ∧ (x ∨ y) ∨ ( �x∨ �y∨ �z) ∧ (x ∧ y ∨ z) ≡
1
≡ x∧�x∨x∧�y∨�x∧y∨y∧�y∨�x∧x∧y∨x∧y∧�y∨x∧y∧�z∨�x∧z∨�y∧z∨�z∧z ≡
2
≡ x∧�y∨�x∧y∨x∧y∧�z∨�x∧z∨�y∧z ≡ (x∧�y∨x∧y∧�z)∨�x∧y∨�x∧z∨�y∧z ≡
≡ x∧ (�y∨ y∧�z)∨�x∧ y∨�x∧ z∨�y∧ z ≡ x∧ (�y∨�z)∨�x∧ y∨�x∧ z∨�y∧ z ≡
3
≡ x∧�y ∨ x∧�z∨�x ∧ y∨�x ∧ z∨�y ∧ z ≡ (x ∧ (�y∨�z)∨�x ∧ (y ∨ z))∨�y ∧ z ≡

≡ (x ∧ (�y∨�z)∨�x) ∧ (x ∧ (�y∨�z) ∨ (y ∨ z))∨�y ∧ z ≡
≡ (�x∨�y∨�z) ∧ ((x ∨ y ∨ z) ∧ (y ∨ z∨�y∨�z)∨�y ∧ z ≡

≡ ((�x∨�y∨�z) ∧ (x ∨ y ∨ z)∨�y) ∧ ((�x∨�y∨�z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∨ z) ≡
4
≡ (�x∨�y∨�z∨�y) ∧ (x ∨ y ∨ z∨�y) ∧ (�x∨�y∨�z ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z ∨ z) ≡

5
≡ (�x∨�y∨�z) ∧ (x ∨ y ∨ z).

Вирази пiсля
1
≡ ,

2
≡ ,

3
≡ є ДНФ, пiсля

4
≡ ,

5
≡ – це КНФ, вираз

пiсля
5
≡ – ДКНФ.

Приклад 2.11. Розглянемо формулу x1 → x2. Аналiтичний спосiб. x1 →
x2 ≡ ( �x1∨x2) – отримали ДКНФ для iмплiкацiї. Продовжимо перетворення,
опустивши зовнiшнi дужки:

x1 → x2 ≡�x1 ∨ x2 ≡�x1 ∧ 1 ∨ 1 ∧ x2 ≡�x1 ∧ (x2∨ �x2) ∨ (x1∨ �x1) ∧ x2 ≡

≡�x1 ∧ x2∨ �x1∧ �x2 ∨ x1 ∧ x2∨ �x1 ∧ x2 ≡�x1 ∧ x2∨ �x1∧ �x2 ∨ x1 ∧ x2

– ДДНФ iмплiкацiї.
Табличний спосiб. Побудуємо таблицю iстинностi для iмплiкацiї.

x1 x2 x1 → x2

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1
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x1 → x2 ≡ (x0
1 ∧ x0

2) ∨ (x0
1 ∧ x1

2) ∨ (x1
1 ∧ x1

2) ≡�x1∧�x2∨ �x1 ∧ x2 ∨ x1 ∧ x2

– ДДНФ.
x1 → x2 ≡ (x

�1
1 ∨ x

�0
2 ) ≡ (x0

1 ∨ x1
2) ≡ ( �x1 ∨ x2) – ДКНФ.

Означення 2.12. Релейно-контактна схема – це пристрiй iз контактiв i дротiв,
що пов’язують кiлька полюсiв (входiв, виходiв). Робочому стану контакту
ставимо у вiдповiднiсть 1, неробочому – 0, наявностi струму в ланцюгу – 1,
вiдсутностi – 0.

Якщо керуючий сигнал позначити через x, то нормально-розiмкнуте реле
будемо позначати:

x

а нормально-замкнуте реле будемо позначати:

�x

Розглянемо схему:

x �y

Очевидно, її функцiя провiдностi – x∧�y, тобто послiдовне з’єднання реалiзує
кон’юнкцiю.

Розглянемо схему:

�y
x

Її функцiя провiдностi – x∨�y, тобто паралельне з’єднання реалiзує диз’юн-
кцiю.

Означення 2.13. Функцiєю провiдностi схеми називають здатнiсть проводи-
ти чи не проводити струм через з’єднання контактних груп реле в залежностi
вiд комбiнацiї керуючих сигналiв, поданої на обмотки всiх реле, що утворю-
ють схему.

Сформулюємо основнi задачi теорiї релейно-контактних схем.
(i) Задача синтезу: побудувати схему, яка реалiзує задану функцiю про-

вiдностi.
(ii) Задача спрощення: за даною схемою побудувати простiшу, що має

таку саму функцiю провiдностi (рiвносильну схему).
Зразу треба зауважити, що необхiдного критерiю простоти схеми немає.
(iii) Задача аналiзу: не вмикаючи схему в роботу, проаналiзувавши з’єд-

нання контактних груп, знайти функцiю провiдностi схеми.
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Приклад 2.14. Комiтет складається з трьох осiб {x, y, z} i приймає рiшення
бiльшiстю голосiв. Побудувати схему машини голосування для цього комiтету
так, щоб у разi прийняття рiшення спалахувала лампочка.
Розв’язок. Якщо домовитися про те, що керуючий сигнал дорiвнюватиме 1 у
разi голосування “за” i 0, якщо “проти”, то функцiя провiдностi матиме такий
вигляд:

x 0 0 0 0 1 1 1 1
y 0 0 1 1 0 0 1 1
z 0 1 0 1 0 1 0 1

Функцiя провiдностi 0 0 0 1 0 1 1 1

Випишемо за таблицею ДДНФ:

�x ∧ y ∧ z ∨ x∧�y ∧ z ∨ x ∧ y∧�z ∨ x ∧ y ∧ z.

Задача синтезу вже розв’язана.
Зобразимо схему отриманої формули:

�x y z

x �y z

x y �z
x y z

Перейдемо до задачi спрощення.

�x ∧ y ∧ z ∨ x∧�y ∧ z ∨ x ∧ y∧�z ∨ x ∧ y ∧ z ≡
≡�x ∧ y ∧ z ∨ x ∧ y ∧ z ∨ x∧�y ∧ z ∨ x ∧ y ∧ z ∨ x ∧ y∧�z ∨ x ∧ y ∧ z ≡

≡ (�x ∨ x) ∧ y ∧ z ∨ x ∧ (�y ∨ y) ∧ z ∨ x ∧ y ∧ (�z ∨ z) ≡
≡ x ∧ y ∨ x ∧ z ∨ y ∧ z.

Зобразимо схему отриманої формули:

x y

x z

y z

Можна продовжити спрощення

x ∧ y ∨ x ∧ z ∨ y ∧ z ≡ x ∧ (y ∨ z) ∨ y ∧ z.

Отримана схема
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x
y

z

y z

має на одне реле менше, але стала менш технологiчною (втрачена симетри-
чнiсть).

Означення 2.15. Суперпозицiєю логiчних функцiй g1(y1,1, . . . , y1,m1
), ...,

gn(yn,1, . . . , yn,mn
) у логiчну функцiю f(x1, . . . , xn) називають нову логiчну

функцiю F (y1,1, . . . , yn,mn
), яку отримують iз функцiї f(x1, . . . , xn) пiдста-

новкою замiсть аргументiв x1, . . . , xn функцiй g1(·), . . . , gn(·) вiдповiдно:
F (y1,1, . . . , yn,mn

) ≡ f (g1(y1,1, . . . , y1,m1
), . . . , gn(yn,1, . . . , yn,mn

)) .

Означення 2.16. Будемо називати систему логiчних функцiй T повною,
якщо довiльна логiчна функцiя є суперпозицiєю функцiй iз T . Мiнiмальну
повну систему логiчних функцiй (тобто таку систему, що коли з неї вилучити
довiльну функцiю, то вона перестане бути повною) називають базисом.

Приклад 2.17. Система функцiй {∧,∨, �} є повною.

Доведення. Зобразимо множину всiх логiчних функцiй вiд двох змiнних:

x1 x2 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

x1 x2 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 f16
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Покажемо, що функцiї f1, . . . , f16 можна подати через операцiї ∧,∨ та �.
Дiйсно,

f1(x1, x2) ≡ 0 ≡ x1∧�x1; f2(x1, x2) ≡ x1 ∧ x2; f3(x1, x2) ≡ x1∧�x2;

f4(x1, x2) ≡ x1; f5(x1, x2) ≡�x1 ∧ x2; f6(x1, x2) ≡ x2;

f7(x1, x2) ≡�(x1 ∼ x2) ≡ (�x1∨�x2) ∧ (x1 ∨ x2); f8(x1, x2) ≡ x1 ∨ x2;

f9(x1, x2) ≡�(x1 ∨ x2); f10(x1, x2) ≡ x1 ∼ x2 ≡ x1 ∧ x2∨ �x1∧�x2;
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f11(x1, x2) ≡�x2; f12(x1, x2) ≡ x2 → x1 ≡ x1∨�x2; f13(x1, x2) ≡�x1;

f14(x1, x2) ≡ x1 → x2 ≡�x1 ∨ x2; f15(x1, x2) ≡�x1∧�x2;

f16(x1, x2) ≡ 1 ≡ x1∨�x1.

Введемо на множинi {0, 1} вiдношення порядку, вважаючи, що 0 ≤ 0,
0 ≤ 1, 1 ≤ 1.

Означення 2.18. Логiчну функцiю f(x1, . . . , xn) називають монотонною,
якщо для довiльних α1, . . . , αn, β1, . . . , βn ∈ {0, 1} з того, що α1 ≤ β1, . . . ,
αn ≤ βn випливає, що

f(α1, . . . , αn) ≤ f(β1, . . . , βn).

Клас усiх монотонних логiчних функцiй позначатимемо через M .

Приклад 2.19. Класу M належать функцiї 0, 1, x, x ∧ y. Класу M не нале-
жить функцiя �x.

Введемо операцiю ⊕ додавання за модулем 2:

x y x⊕ y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Означення 2.20. Логiчну функцiю f(x1, . . . , xn) називають лiнiйною, якщо
її можна зобразити у виглядi

f(x1, . . . , xn) ≡ a0 ⊕ a1 ∧ x1 ⊕ . . .⊕ an ∧ xn,

де a0, . . . , an – сталi 0 або 1.

Клас усiх лiнiйних логiчних функцiй позначатимемо через L.

Приклад 2.21. Класу L належать функцiї 0, 1, �x ≡ x ⊕ 1. Класу L не
належить функцiя x ∧ y.
Розв’язок. Легко бачити, що 0 ∈ L, 1 ∈ L та �x ≡ 1⊕ x ≡ 1⊕ 1 ∧ x ∈ L.

Покажемо, що функцiю x∧ y не можна зобразити у виглядi a0 ⊕ a1 ∧ x⊕
a2 ∧ y. Припустимо, що це не так. Покладемо x = y = 0, звiдси маємо, що
a0 = 0. Якщо послiдовно вибрати x = 1, y = 0 та x = 0, y = 1 отримаємо,
що a1 = 0 i a2 = 0, тобто x ∧ y ≡ 0 – суперечнiсть. Отже, x ∧ y∈̄L.
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Означення 2.22. Клас логiчних функцiй називають власним, якщо вiн не
порожнiй i не спiвпадає з класом усiх логiчних функцiй.

Означення 2.23. Клас логiчних функцiй називають замкнутим або класом
Поста, якщо разом iз будь-якими своїми функцiями вiн мiстить i їх суперпо-
зицiю.

Приклад 2.24. Клас P0 функцiй, якi зберiгають нуль, i клас P1 функцiй, якi
зберiгають одиницю, є власними замкнутими класами логiчних функцiй.

Доведення. Як класу P0, так i P1 належать кон’юнкцiя i не належить запере-
чення. Отже, це власнi класи.

Нехай f1, f2, f3 ∈ P0, тобто f1(0, 0) = f2(0, 0) = f3(0, 0) = 0 i g(x1, x2) =
f1(f2(x1, x2), f3(x1, x2)). Тодi

g(0, 0) = f1(f2(0, 0), f3(0, 0)) = 0,

тобто g ∈ P0.
Аналогiчно, нехай f1, f2, f3 ∈ P1, тобто f1(1, 1) = f2(1, 1) = f3(1, 1) = 1 i

g(x1, x2) = f1(f2(x1, x2), f3(x1, x2)). Тодi

g(1, 1) = f1(f2(1, 1), f3(1, 1)) = 1,

тобто g ∈ P1.

Теорема 2.25. (Критерiй Поста) Система логiчних функцiй F є повною то-
дi i тiльки тодi, коли ця система мiстить хоча б одну функцiю, яка не зберiгає
нуль, хоча б одну функцiю, яка не зберiгає одиницю, хоча б одну несамо-
двоїсту функцiю, хоча б одну немонотонну функцiю i хоча б одну нелiнiйну
функцiю.

Означення 2.26. Базисом на класi усiх логiчних функцiй називають повну
систему логiчних функцiй, у якiй жодна власна пiдмножина логiчних функцiй
не є повною.

Приклад 2.27. Система логiчних функцiй {0, 1, x⊕ y ⊕ z, x ∧ y} є базисом.

Доведення. Скористаємось теоремою 2.25. З прикладiв 1.11 i 2.21 випливає,
що 1∈̄P0, 0∈̄P1, x ∧ y∈̄L. Покажемо, що f(x, y, z) ≡ x ⊕ y ⊕ z∈̄M . Дiйсно,
f(0, 0, 1) ≡ 1 > 0 ≡ f(0, 1, 1). Отже, згiдно критерiю Поста, система функцiй
F = {0, 1, x⊕ y ⊕ z, x ∧ y} є повною.

Доведемо тепер, що F є базисом. Для цього покажемо, що жодна пiдмно-
жина F не є повною. Побудуємо таблицю Поста належностi кожної з логiчних
функцiй до класiв P0, P1, PS та L:
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P0 P1 S L M
0 ∈ ∈̄ ∈̄ ∈ ∈
1 ∈̄ ∈ ∈̄ ∈ ∈

x⊕ y ⊕ z ∈ ∈ ∈̄ ∈ ∈̄
x ∧ y ∈ ∈ ∈̄ ∈̄ ∈

Як бачимо, F дiйсно є базисом, бо жодну з функцiй iз 0, 1, x⊕ y⊕ z, x∧ y не
можна виключити з F так, щоб тi, якi лишились, утворювали повну систему.

Задачi для аудиторної роботи

1. Звести до ДНФ та до КНФ:
а) x∨�y → x∧�y;
б) (x ∼ y)∨ �y.

2. Звести до ДДНФ, КНФ та ДКНФ:
а) x∨�y ∧ z;
б) x∨ �x ∧ y∨ �y ∧ z.

3. Записати ДДНФ i ДКНФ функцiй f1 та f2.

x1 x2 x3 f1(x1, x2, x3) f2(x1, x2, x3)
0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 0 1

4. Побудувати релейно-контактну схему з контактiв x1, x2, x3, x4, яка за-
мкнена (y = 1) тодi, i тiльки тодi, коли розiмкненi x4 i два, i тiльки два з
iнших контактiв.

5. Спростити схему до чотирьох контактiв:

a

�b

c

a

d

�b
c

a

d
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6. Спростити схему до трьох контактiв:

a

b

�c
a

�b
a

c

b

�a

7. Довести, що наступнi системи функцiй є повними:
а) {∨, �};
б) {∼,∧, �}.

8. Показати, що клас S самодвоїстих функцiй є власним замкнутим кла-
сом логiчних функцiй.

9. Перевiрити, яким з класiв M та L належать логiчнi функцiї:
а) x ∨ y;
б) x → y.

10. За допомогою теореми Поста показати, що максимальне число фун-
кцiй у базисi класу всiх логiчних функцiй не може дорiвнює 4.

11. Iз системи логiчних функцiй {x∧�y∨�x ∧ y, x ∧ y ⊕ z, (x⊕ y) ∼ z,
x ∧ y ∨ y ∧ z ∨ z ∧ x} видiлити усi можливi базиси.

Додатковi задачi

1.Мiж поверхами двоповерхового будинку є одна лампа. Побудувати схему
так, щоб на кожному поверсi можна було вимикачем вмикати i вимикати
свiтло незалежно вiд положення iншого вимикача.

2. Лема про розклад за змiнною. Нехай f(x1, . . . , xn) – формула алгебри
висловлювань (логiчна функцiя), 1 ≤ i ≤ n. Тодi

f(x1, . . . , xn) =
∨

σi∈{0,1}
xσi
i f(x1, . . . , xi−1, σi, xi+1, . . . , xn). (2.3)

3. Користуючись зображенням (2.3), доведiть два основних представлен-
ня логiчних функцiй.

1) f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)

f(σ1, . . . , σn) ∧ xσ1
1 ∧ . . . ∧ xσn

n ,

2) f(x1, . . . , xn) =
∧

(σ1,...,σn)

(f(σ1, . . . , σn) ∨ xσ1
1 ∨ . . . ∨ xσn

n ) ,

21



де xσi
i =

{
xi, якщо σi = 0;
�xi, якщо σi = 1;

i = 1, n; диз’юнкцiя
∨

i кон’юнкцiя
∧

об-

числюються по всiм можливим кортежам (σ1, . . . , σn).
4. Комiтет складається з п’яти осiб, рiшення приймається бiльшiстю го-

лосiв. Якщо голова голосує проти, рiшення не приймається. Скласти таку
схему, щоб голосування вiдбувалось натисканням на кнопку, i у випадку, коли
рiшення прийняте, включалась лампа.

5. Довести, що тотожно хибнi формули не мають ДДНФ, а тотожно iстин-
нi формули не мають ДКНФ.

6. Показати, що система функцiй {∧,∨,→} не є повною.
7. Навести приклади базисiв iз однiєї, двох i трьох функцiй.

Задачi для самостiйної роботи

1. Звести до ДНФ i КНФ:
а) ((x → y) ∼ (z ∨ x)) → x;
б) ((x ∧ y) →�z) ∨ (x ∧ (�y → z));
в) ((x ∼ (y ∨ z)) → (y∧�x)) → (y∨�z).

2. Скласти релейно-контактнi схеми, якi реалiзують наступнi функцiї:
а) x ∼ y;
б) (x → y) ∧ (y → z);
в) (x → y) → x ∧ (y ∨ z).

3. Побудувати релейно-контактну схему з контактiв x1, x2, x3, x4, яка за-
мкнена (y = 1) тодi, i тiльки тодi, коли замкненi два, i тiльки два контакти,
причому контакти x2 та x4 одночасно замкненими бути не можуть.

4. Звести до ДДНФ i ДКНФ аналiтичним i табличним способами.
а) (y → x ∨ z)∧�(x ∨ y) ∨ (x → z) → x ∧ y∧�z;
б) �(x∧�(�y →�z) ∨ z∧�x).

5. Потрiбно, щоб у великiй залi можна було вмикати i вимикати свiтло
за допомогою будь-якого з чотирьох вимикачiв, що розташованi на чотирьох
стiнах залу. Скласти схему.

6. Спростити схеми:
а) до 4-х контактiв

�a
b

c

�d
�c
d

�e
e

�e

�c

a
d

c
a

a

�a

б) до 3-х контактiв
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�y
�y

�y

u

x

�u
y

x

�x

x

�z
�z

z

в) до 2-х контактiв

a

�b
�c
a

�b
�a

c

b

a

�c
a

7. Перевiрити, яким з класiв M та L належать логiчнi функцiї:
а) x ∼ y;
б) x ∧ y ∨ x ∧ z ∨ y ∧ z.

8. Довести, що наступнi системи функцiй є повними:
а) {∧, �};
б) {→, �}.

9. Показати, що наступнi класи логiчних функцiй є власними замкнутими:
а) клас M монотонних функцiй;
б) клас L лiнiйних функцiй.

10. Довести, що доповнення до власного замкнутого класу не є замкну-
тим.
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ЗАНЯТТЯ 3

Принцип математичної iндукцiї. Метод Дiрiхле

Принцип повної математичної iндукцiї.
Нехай є послiдовнiсть тверджень T (n), занумерованих натуральними чи-

слами. Припустимо, що встановлено таке:
1) твердження T (m) справедливе;
2) при n ≥ m зi справедливостi T (n) випливає справедливiсть T (n+ 1).
Тодi справедливi всi твердження T (n) (n ≥ m).

Приклад 3.1. Довести, що при довiльному n ∈ N

1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) = n2.

Доведення. Iндукцiя по n.
База, n = 1:

1 = 12.

Перехiд: припустимо, що твердження iстинне при n = k:

1 + 3 + 5 + . . .+ (2k − 1) = k2.

Покажемо, що воно виконується i при n = k + 1. Тодi

1 + 3 + 5 + . . .+ (2k − 1) + (2k + 1) = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2,

що i треба було довести.

Принцип Дiрiхле. Найпопулярнiше формулювання принципу Дiрiхле зву-
чить так: “якщо в n клiтках сидить n + 1 чи бiльше зайцiв, то знайдеться
клiтка, у якiй сидять принаймнi два зайцi.”

Iнше формулювання. Нехай скiнченна множина A мiстить бiльше елемен-
тiв, нiж множина B. Тодi при будь-якому вiдображеннi множини A в множину
B знайдуться два елементи множини A, якi мають один i той же образ.

Приклад 3.2. Всерединi рiвностороннього трикутника, довжина сторони яко-
го 1, розмiщено 5 точок. Довести, що вiдстань мiж якимись двома з них
менша 0,5.

Доведення. Середнi лiнiї рiвностороннього трикутника з довжиною сторони
1 розбивають його на чотири рiвностороннi трикутники iз довжиною сторони
0,5. Назвемо їх “клiтками”, а точки вважатимемо “зайцями”. За принципом
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Дiрiхле iз п’яти точок принаймнi двi виявляться в одному iз чотирьох трику-
тникiв (див. рисунок). Вiдстань мiж цими точками менша 0,5, тому що точки
не лежать на вершинах малих трикутникiв. (Тут вжито вiдому лему про те, що
довжина вiдрiзка, розмiщеного всерединi трикутника, менша довжини його
найдовшої сторони.)

• •
•

• •

Приклад 3.3. Довести, що для довiльного дiйсного числа a > 0 та довiль-
ного натурального N знайдуться такi цiлi m ≥ 0 i k > 0, що

|ka−m| ≤ 1

N
.

Доведення. Розiб’ємо вiдрiзок [0, 1] точками 1
N , 2

N , . . . , N−1
N на N вiдрiзкiв.

Отриманi вiдрiзки вважатимемо “клiтками”, а числа 1, 2, . . . , N + 1 – “зайця-
ми”.

Якщо k – один iз “зайцiв”, то число ka можна записати у виглядi ka =
m + x, де m ∈ Z, 0 ≤ x < 1 (тобто у виглядi суми цiлої i дробової частин).
Число x потрапляє в одну iз “клiток”; у цю клiтку ми i посадимо “зайця” k.

За принципом Дiрiхле знайдуться два “зайцi”, що сидять в однiй “клiтцi”.
Iнакше кажучи, серед чисел 1, 2, . . . , N+1 знайдуться такi два числа k1 < k2,
що

k1a = m1 + x1, 0 ≤ x1 < 1,

k2a = m2 + x2, 0 ≤ x2 < 1,

причому x1 i x2 розмiщенi в однiй “клiтцi”, а тому

x2 − x1 ≤ 1

N
.

Отже,

|(k2 − k1)a− (m2 −m1)| = |(k2a−m2)− (k1a−m1)| = |x2 − x1| ≤ 1

N
,

тобто числа k = k2 − k1 i m = m1 −m2 є шуканими. Легко пересвiдчитись,
що k > 0, бо k2 > k1, i m ≥ 0, бо k2a − k1a = (m2 + x2) − (m1 + x1) > 0,
звiдки m2 −m1 > x1 − x2 > −1 (адже 0 ≤ x1 < 1 i 0 ≤ x2 < 1), а так як m1

i m2 – цiлi числа, то m2 −m1 ≥ 0.
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Задачi для аудиторної роботи

1. Довести тотожностi:

а) 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

б) 13 + 23 + . . .+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
.

2. Довести, що число a дiлиться на число b:
а) a = n3 − 7n, b = 6, n ∈ Z;
б) a = 62n−1 + 1, b = 7, n ∈ N.

3. Довести нерiвностi:

а)
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n <
1√
n+ 1

, n ∈ N;

б)
(2n)!

(n!)2
>

4n

n+ 1
, n > 1.

4. У школi навчаються 962 учнi. Довести, що принаймнi у двох учнiв
збiгаються iнiцiали (в українському алфавiтi є 31 лiтера, що може входити до
складу iнiцiалiв).

5. У турнiрi беруть участь n шахiстiв. Кожнi два з них повиннi зiграти мiж
собою одну партiю. Довести, що в будь-який момент змагань є два шахiсти,
якi зiграли однакову кiлькiсть партiй.

6. Показати, що серед будь-яких n+1 цiлих чисел завжди можна вибрати
два числа, рiзниця яких дiлиться на n.

7. Довести, що серед n натуральних чисел, записаних у певному порядку,
можна вибрати кiлька сусiднiх чисел, сума яких дiлиться на n.

8. На площинi довiльним чином проведенi n прямих. Довести, що чорною
i бiлою фарбами можна так замалювати площину, що будь-якi двi частини,
якi мають спiльну сторону, будуть мати рiзний колiр.

9. На скiльки частин розбивають площину n прямих, з яких жоднi двi не
паралельнi i жоднi три не проходять через одну точку?

10. На площинi дано 25 точок, причому серед будь-яких трьох iз них
знайдуться двi на вiдстанi меншiй 1. Доведiть, що iснує круг радiуса 1, що
мiстить не менше 13 цих точок.

11. У колi радiуса 1 проведено кiлька хорд. Довести, що коли кожний
дiаметр перетинає не бiльше k хорд, то сума довжин усiх проведених хорд
менша, нiж πk.

12. (Теорема Дiрiхле) Нехай α – iррацiональне число, а s – будь-яке
натуральне число. Тодi iснують цiлi числа x i y, якi не дорiвнюють одночасно
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нулю i такi, що

|αx− y| < 1

s
,

де 0 < x ≤ s. Довести це.

Додатковi задачi

1. Нехай натуральнi числа a1, ...an такi, що ak ≤ k (k = 1, . . . , n) i сума
a1+a2+a3+. . .+an – парна. Довести, що один iз виразiв a1±a2±a3±. . .±an
дорiвнює 0.

2. Нехай для всiх i = 1, 2, . . . , n xi ≥ 0. Довести нерiвнiсть

x1 + x2 + . . .+ xn

n
≥ n

√
x1x2 . . . xn.

3. Довести, що сторона правильного многокутника, який має 2n сторiн,
виражається через радiус R описаного кола формулою

a2n = R

√
2−

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2,

де у правiй частинi стоїть n− 1 корiнь.
4. Кiлька кругiв однакового розмiру так розмiщенi на площинi, що нiякi

два не перетинаються. Доведiть, що круги можна розфарбувати в 4 кольо-
ри так, що будь-якi два круги, якi дотикаються, будуть пофарбованi в рiзнi
кольори.

5. Усерединi опуклого многогpанника об’єму 1 вiдзначено 3(2n−1) точки.
Доведiть, що з нього можна вирiзати випуклий многогpанник об’єму ( 12 )

n,
який не буде мiстити всерединi жодної вiдзначеної точки.

6. На колi розмiщенi 4k точки, якi занумерованi довiльним чином числами
1, 2, ..., 4k. Доведiть, що при довiльному розмiщеннi номерiв можна з’єднати
точки вiдрiзками, якi попарно не перетинаються, i рiзниця чисел на кiнцях
кожного вiдрiзка не перевищує 3k − 1.

7. Довести, що для будь-якого додатного числа ε iснує безлiч цiлих чисел
n таких, що | sinn| < ε.

8. (Теорема Кронекера) Якщо α – iррацiональне число, а β – довiльне
дiйсне число, то при будь-якому ε > 0, нерiвнiсть

|αx− y − β| < ε

має розв’язки в цiлих числах. Довести це.
9. На прямiй дорозi з однаковими iнтервалами викопанi поперечнi рiвчаки.

Вiдстань мiж центрами кожних двох сусiднiх α (α – iррацiональне число).
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Довести, що людина, яка йде по дорозi i має довжину кроку 1, обов’язково
попаде в один iз рiвчакiв, якi б вузькi вони не були.

Задачi для самостiйної роботи

1. Довести тотожностi:

а)
(
1− 4

1

)(
1− 4

9

)
. . .
(
1− 4

(2n− 1)2

)
=

1 + 2n

1− 2n
, n ∈ N;

б) 1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
, n ∈ N.

2. Довести, що число a дiлиться на число b:
а) a = 1 + 33n+1 + 93n+1, b = 13, n ∈ N ∪ {0};
б) a = 2n3 + 3n2 + 7n, b = 6, n ∈ Z.

3. Довести нерiвностi:

а)
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
>

13

24
; n > 1;

б)
√
n < 1 +

1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n
< 2

√
n.

4. На площинi дано n попарно непаралельних прямих. Довести, що серед
цих прямих знайдеться принаймнi двi такi прямi, що кут мiж ними буде не
бiльший за

π

n
.

5. Всерединi квадрата зi стороною 1 розмiщено кiлька кругiв, сума радiусiв
яких дорiвнює 0, 51. Довести, що можна знайти пряму, яка паралельна однiй
iз сторiн квадрата i перетинає принаймнi два круги.

6. У квадрат зi стороною 1 кинуто 51 точку. Довести, що принаймнi три
з цих точок лежать всерединi круга радiусу 1

7 .
7. Довести, що для кожного натурального n є число, яке записується лише

за допомогою цифр 1 i 0 та дiлиться на n.
8. Довести, що серед будь-яких n + 1 натуральних чисел, якi не переви-

щують 3n, знайдуться два числа, вiдношення яких є степенем двiйки.
9. Довести, що для будь-якого n ∈ N, n > 1, число 22

n

+ 1 закiнчується
цифрою 7.

10. На площинi проведено n кiл так, що кожнi два з них перетинаються у
двох точках i нiякi три не мають спiльної точки. На скiльки частин розiб’ється
при цьому площина?

11. Довести, що функцiя

Tn(x) = cos(n arccosx)

на вiдрiзку [−1, 1] збiгається з деяким многочленом степеня n.
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ЗАНЯТТЯ 4

Правила множення i додавання

Основнi позначення теорiї множин:
x ∈ A: елемент x належить множинi A;
x /∈ A (x∈A): елемент x не належить множинi A;
A ⊂ B: множина A є пiдмножиною множини B (кожен елемент множини

A належить множинi B);
∅: порожня множина;
∀x: для кожного x;
∃x: iснує x;
N(A) чи |A|: число елементiв множини A.
Операцiї над множинами:
A ∪B = {x : x ∈ A чи x ∈ B} – об’єднання множин A i B;
A ∩B = {x : x ∈ A i x ∈ B} – перерiз множин A i B;
A\B = {x : x ∈ A i x /∈ B} – рiзниця множин A i B;
A = {x : x /∈ A} – доповнення до множини A;
A�B = (A\B) ∪ (B\A) – симетрична рiзниця множин A i B;
A×B = {(x, y) : x ∈ A, y ∈ B} – декартiв добуток множин A i B.

Означення 4.1. Нехай X i Y – деякi множини. Припустимо, що кожному
елементу x ∈ X поставлено у вiдповiднiсть елемент y = ϕ(x) ∈ Y. Тодi
кажуть, що задано вiдображення y = ϕ(x) множини X в множину Y . Якщо
y ∈ Y , то

ϕ−1(y) = {x : y = ϕ(x)}
(прообраз елемента y).

Якщо X = {x1, . . . , xm}, Y = {y1, . . . yn} – скiнченнi множини, то вiд-
ображення ϕ(x) : X → Y задається таблицею значень

x x1 x2 . . . xk . . . xm

y ϕ(x1) ϕ(x2) . . . ϕ(xk) . . . ϕ(xm)

Приклад 4.2. Нехай X = {a, b}, Y = {0, 1}. Вкажемо всi можливi вiдобра-
ження ϕ : X → Y.

x a b
ϕ1(x) 0 0

x a b
ϕ2(x) 0 1

x a b
ϕ3(x) 1 0

x a b
ϕ4(x) 1 1

Як бачимо, всього iснує 4 рiзних вiдображення iз X в Y .
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Означення 4.3. Вiдображення ϕ множини X в множину Y називають iн’-
єктивним, якщо рiзним елементам множини X вiдповiдають рiзнi елементи
множини Y , тобто, якщо x1 �= x2, то ϕ(x1) �= ϕ(x2).

Означення 4.4. Вiдображення ϕ : X → Y називають сюр’єктивним, якщо
для кожного елемента y ∈ Y його прообраз непустий:

ϕ−1(y) = {x : ϕ(x) = y} �= ∅.
Приклад 4.5. У прикладi 4.2 вiдображення ϕ2 i ϕ3 є iн’єктивними i сюр’є-
ктивними (бiєктивними), вiдображення ϕ1 i ϕ4 нi iн’єктивними, нi сюр’єктив-
ними не є.

Означення 4.6. Правило додавання формулюється так:
“Якщо деякий об’єкт A можна вибрати m способами, а iнший об’єкт B

можна вибрати n способами, то вибiр “A чи B” можна здiйснити m + n
способами.”

Приклад 4.7. Скiлькома способами iз чотирьох груп по 24, 21, 23 i 25 сту-
дентiв вiдповiдно можна вибрати одного представника?
Розв’язок. Вiдповiдь очевидна: за правилом додавання його можна вибрати
24 + 21 + 23 + 25 = 93 способами.

Означення 4.8. Правило множення або основний принцип комбiнаторики
формулюється так:

“Нехай треба послiдовно (одна за однiєю) здiйснити k дiй. Якщо перша
дiя може бути здiйснена n1 способами, друга дiя – n2 способами, третя дiя –
n3 способами, i так далi до k-ої дiї, яка може бути здiйснена nk способами,
то загальне число способiв здiйснення k дiй дорiвнює n1 · n2 · n3 · . . . · nk.”

Приклад 4.9. Вiд мiста A до мiста B веде n дорiг, вiд мiста B до C – k
дорiг. Скiлькома способами можна потрапити iз A до C?

A B C

n k

Розв’язок. n · k, бо обравши один з n можливих шляхiв з мiста A в мiсто B,
матимемо k рiзних продовжень подорожi з B в C.

Означення 4.10. Множина називається впорядкованою, якщо її елементи
розмiщенi в певному порядку (кожному елементу поставлено у вiдповiднiсть
певне число – його номер).
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Множину, що мiстить n елементiв, можна впорядкувати n! = 1 ·2 ·3 · . . . ·n
способами.

Означення 4.11. Впорядкованi множини, якi можна одержати з даної мно-
жини називаються перестановками цiєї множини.

Означення 4.12. Розмiщеннями iз n по k називаються впорядкованi k-
елементнi пiдмножини множини, яка складається з n елементiв.

Теорема 4.13. Число розмiщень iз n по k дорiвнює

Ak
n = (n)k = n(n− 1) . . . (n− k + 1) =

n!

(n− k)!
.

Приклад 4.14. У класi вивчають 10 дисциплiн. У четвер 6 урокiв, причому
всi уроки рiзнi. Скiлькома способами можна скласти розклад на четвер?
Розв’язок. 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 151 200.

Задачi для аудиторної роботи

1. Нехай

A = {x : (x− 1)(x− 2)(x+ 3) lnx = 0}, B = {1, 2, 3, 4, 5}.
Знайти множини A∪B, A∩B, A\B, A�B та обчислити кiлькiсть елементiв,
якi вони мiстять.

2. Довести, що
а) |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|;
б) |A�B| = |A|+ |B| − 2|A ∩B|;
в) |A∪B∪C| = |A|+ |B|+ |C|−|A∩B|−|A∩C|−|B∩C|+ |A∩B∩C|.

3. Нехай X = {a, b, c}, Y = {0, 1}. Вказати всi можливi вiдображення
ϕ : X → Y. Пiдрахувати кiлькiсть вiдображень множини X в Y .

4. Довести, що коли множини X та Y скiнченнi, |X| = m, |Y | = n, то
кiлькiсть усiх вiдображень ϕ : X → Y дорiвнює nm.

5. Вiд мiста A до мiста B веде n дорiг, вiд мiста B до C – k дорiг.
Скiлькома способами можна потрапити iз A до C i повернутись назад? А
якщо назад повертатись iншими дорогами?

6. У англiйцiв зазвичай дають дитинi декiлька iмен. Скiлькома способами
в Англiї можна назвати дитину, якщо загальна кiлькiсть iмен дорiвнює 300, а
йому дають не бiльше трьох iмен? Чи вистачить цих наборiв на всiх англiйцiв
(51 млн. чол.) чи обов’язково знайдуться англiйцi з однаковими iменами?

7. Скiльки є п’ятизначних чисел, якi дiляться на 5? А скiльки таких n-
значних чисел?
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8. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, . . . , 2n} так,
щоб кожне парне число мало парний номер?

9. Скiлькома способами можна розмiстити на шаховiй дошцi 8 тур так,
щоб вони не могли бити одна одну?

10. Скiлькома способами n людей можуть стати в коло? (Розстановки по
колу вважаються однаковими, якщо при поворотi вони спiвпадають.)

11. Скiльки є способiв складання намиста iз k рiзних предметiв? (На вiд-
мiну вiд кiл з попередньої задачi намиста можна перевертати.)

12. Скiльки є чисел у системi числення за основою n, якi записуються
точно k знаками?

13. а) Показати, що коли |X| = m, |Y | = n, m ≤ n, то число iн’єктивних
вiдображень X в Y дорiвнює

Am
n = (n)m = n(n− 1) . . . (n−m+ 1).

б) Якщо |X| = |Y | = n, то число взаємно однозначних вiдповiдностей
мiж X i Y дорiвнює n!. Довести це.

Додатковi задачi

1. На яке найбiльше число частин можуть роздiлити простiр n площин?
2. Довести, що цiлими є числа

а)
(2n)!

2n
;

б)
(n2)!

(n!)n+1
.

3. У прямокутнiй таблицi з m рядкiв i n стовпцiв потрiбно записати чи-
сла +1 i −1 так, щоб добуток чисел у кожному рядку i кожному стовпчику
дорiвнював 1. Скiлькома способами можна це зробити?

4. Для кожного натурального n знайти найбiльше k, яке має таку вла-
стивiсть: у множинi, що складається з n елементiв, можна вибрати k рiзних
пiдмножин, будь-якi двi з яких мають непорожнiй перерiз.

5. Скiльки рiзних пар пiдмножин, якi не перетинаються, має множина, яка
складається з n елементiв?

6. На площинi проведенi n прямих. Назвемо число прямих, якi проходять
через точку, кратнiстю точки. Вказанi числа: k2 – число вершин кратностi
два, k3 – число вершин кратностi три i т.д.

а) Знайти число пар паралельних прямих.
б) На скiльки частин дiлять цi прямi площину?
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Задачi для самостiйної роботи

1. Вiдомо, що пiд час складання команд багатомiсних космiчних кораблiв
виникає питання про психологiчну стiйкiсть членiв екiпажу. Треба скласти
команду iз трьох чоловiк: командира, iнженера i лiкаря. На мiсце командира
є чотири кандидати: a1, a2, a3, a4; на мiсце iнженера – 3 кандидати: b1, b2, b3
i на мiсце лiкаря – теж 3 кандидати: c1, c2, c3. Вiдомо, що командир a1 пси-
хологiчно сумiсний з iнженерами b1 i b3 та лiкарями c2 i c3; командир a2 – з
iнженерами b1 i b2 та усiма лiкарями; командир a3 – з iнженерами b1 i b2 та
лiкарями c1 i c3; командир a1 – з усiма iнженерами i лiкарем c2. Крiм того,
iнженер b1 психологiчно несумiсний iз лiкарем c3, iнженер b2 – з лiкарем c1
й iнженер b3 – з лiкарем c2. Скiлькома способами за цих умов може бути
складена команда корабля?

2. Скiльки пiдмножин множини Ω = {1, 2, . . . , 2n} мiстять принаймнi одне
парне число?

3. Вiд A до B 999 км. Вздовж дороги стоять стовпи, на яких вказано
вiддалi до A i до B:

0 999 1 998 2 997 . . . 998 1 999 0

Скiльки серед них таких, на яких є тiльки двi рiзних цифри?
4. Є п’ять видiв конвертiв i чотири види марок. Скiлькома способами

можна вибрати конверт з маркою для вiдправлення листа?
5. Скiльки рiзних дiльникiв має число 65 · 104?
6. Нехай p1, p2, . . . , pN – рiзнi простi числа. Скiльки дiльникiв має число

pα1
1 · . . . · pαN

N ?
7. На однiй iз бiчних сторiн трикутника взято n точок, на другiй – m

точок. Кожну вершину при основi трикутника сполучено прямими з точками
на протилежнiй бiчнiй сторонi. На скiльки частин подiлиться трикутник цими
прямими?

8. Скiльки можна зробити перестановок iз n елементiв, у яких данi 2
елементи не стоять поруч?

9. Скiлькома способами можна вибрати на шаховiй дошцi бiле й чорне
поля так, щоб вони не лежали на однiй горизонталi чи вертикалi?

10. Скiльки iснує перестановок з n елементiв, у яких мiж двома даними
елементами стоїть r елементiв?

11. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, . . . , n} так,
щоб кожне число, кратне 2, i кожне число, кратне 3, мало номер, кратний 2
i 3 вiдповiдно?

12. Скiлькома способами можна скласти триколiрний смугастий прапор,
якщо є 6 кольорiв? А якщо одна смуга – жовта?
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ЗАНЯТТЯ 5

Бiномiальнi коефiцiєнти

Означення 5.1. Комбiнацiї iз n по k – це k-елементнi пiдмножини множини,
яка мiстить n елементiв (iнше означення – групи по k предметiв з даних n
предметiв, причому порядок предметiв в групi неiстотний).

Теорема 5.2. Число k-елементних пiдмножин множини, яка мiстить n еле-
ментiв, дорiвнює

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

(n)k
k!

. (5.1)

Числа Ck
n також називають бiномiальними коефiцiєнтами (див. теоре-

му 5.6 нижче).

Приклад 5.3. Скiлькома способами з 10 студентiв можна вибрати делегацiю,
яка складається iз трьох студентiв?
Розв’язок. Шукане число способiв дорiвнює числу трьохелементних пiдмно-
жин у множинi з 10 елементiв:

C3
10 =

10!

3!7!
=

8 · 9 · 10
1 · 2 · 3 = 120.

Приклад 5.4. Доведемо правило винесення за знак бiномiального коефiцi-
єнта:

Ck
n =

n

k
Ck−1

n−1. (5.2)

Розв’язок. Рiвнiсть (5.2) випливає iз представлення (5.1). Маємо

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=

n

k

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

n

k
Ck−1

n−1.

Приклад 5.5. Геометрична iнтерпретацiя Ck
n.

Розглянемо прямокутну сiтку квадратiв розмiрами m×n (“шахове мiсто”,
яке складається iз m × n прямокутних кварталiв, подiлених n − 1 горизон-
тальними i m−1 вертикальними вулицями). Яке число найкоротших дорiг на
цiй сiтцi, якi ведуть з лiвого нижнього кута (точки (0, 0)) у правий кут (точку
(m,n))?
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0 m

n

(m,n)

(m, 0)

(0, n)

Вiдзначимо, що кожен найкоротший шлях з точки (0, 0) у точку (m,n)
складається з m + n вiдрiзкiв, причому серед них є горизонтальних i верти-
кальних. Обравши вертикальнi вiдрiзки, ми повнiстю визначаємо шлях. Тому
загальне число найкоротших шляхiв дорiвнює числу способiв, якими з m+n
вiдрiзкiв можна вибрати n вертикальних (або m горизонтальних),тобто

Cm
m+n = Cn

m+n.

Теорема 5.6. Має мiсце рiвнiсть (бiном Ньютона):

(a+ b)n =

n∑
k=0

Ck
na

n−kbk. (5.3)

Приклад 5.7. Якщо в рiвностi (5.3) покласти a = b = 1, отримаємо таку
тотожнiсть:

n∑
k=0

Ck
n = 2n.

Означення 5.8. Припустимо, що функцiя f(x) така, що її область визначе-
ння разом з точкою x мiстить i точку x + 1. Операцiю переходу вiд f(x) до
f(x+ 1)− f(x) називають рiзницевим оператором:

Δf(x) = f(x+ 1)− f(x). (5.4)

З (5.4) випливає така властивiсть оператора Δ.

Теорема 5.9. Оператор Δ є лiнiйним оператором, тобто для будь-яких ста-
лих c1 i c2

Δ(c1f(x) + c2g(x)) = c1Δf(x) + c2Δg(x).

Приклад 5.10. Δ(ax+ b) = a.
Справдi, Δ(ax+ b) = (a(x+ 1) + b)− (ax+ b) = a.
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Означення 5.11. Iндуктивно, за допомогою рiвностi

Δnf(x) = Δ(Δn−1f(x)),

означимо оператор Δn, дiя якого полягає в n-кратному застосуваннi опера-
тора Δ.

Приклад 5.12. За означенням,

Δ2f(x) = Δ(Δf(x)) = Δ(f(x+ 1)− f(x)) =

= (f(x+ 2)− f(x+ 1))− (f(x+ 1)− f(x)) =

= f(x+ 2)− 2f(x+ 1) + f(x).

Задачi для аудиторної роботи

1. Скiлькома способами можна з 7 осiб вибpати комiсiю, яка складається
з 3 осiб?

2. З колоди, що мiстить 52 каpти, вибpали 10 каpт. У скiлькох випадках
сеpед цих каpт :

а) немає жодного туза?
б) є piвно один туз?
в) є хоча б один туз?
г) є piвно два тузи?

3. У скiлькох точках пеpетинаються дiагоналi опуклого n-кутника, якщо
жоднi тpи з них не пеpетинаються в однiй точцi?

4. Чемпiонат України з футболу проводиться серед 16 команд. Будемо
говоpити, що можливi наслiдки чемпiонату не вiдpiзняються у головному,
якщо в результатi однаковi команди гратимуть у єврокубках (5 команд) i
перейдуть у першу лiгу (2 команди). Скiльки всього є можливих наслiдкiв
чемпiонату, якi не вiдрiзняються у головному?

5. На площинi дано n точок, пpичому m точок лежать на однiй пpямiй i
кpiм них жоднi тpи точки не лежать на однiй пpямiй. Скiльки iснує тpикутни-
кiв, веpшинами яких є данi точки?

6. Скiльки є п’ятизначних чисел, у яких кожна наступна цифра бiльше
попередньої?

7. Розглянемо шахове мiсто iз n×(n−k) кваpталiв, n > k. Скiльки piзних
найкоpотших шляхiв ведуть iз точки (0, 0) у точку:

а) (n, n− k)?
б) (n− 1, n− k)?
в) (n, n− k − 1)?
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Користуючись а) – в), отримати тотожнiсть Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1.

8. Довести piвностi:
а) Ck

n = Ck−2
n−2 + Ck−1

n−2 + Ck
n−2;

б) (C0
n)

2 + (C1
n)

2 + . . .+ (Cn
n )

2 = Cn
2n.

9. Скiльки рацiональних членiв мiстить розклад (
√
2 + 4

√
3)100?

10. Обчислити суми:

а)
n∑

k=0

Ck
n;

б)
n∑

k=0

(−1)kCk
n;

в)
n∑

k=0

kCk
n;

г)
n∑

k=0

1
k+1C

k
n.

11. Знайти n, якщо вiдомо, що в pозкладi (1+ x)n коефiцiєнти пpи x5 та
x12 однаковi.

12. Довести тотожностi:

а)
n∑

k=1

k2Ck
n = n(n+ 1)2n−2;

б)
r∑

i=0

Ci
nC

r−i
m = Cr

n+m;

в) Cr
n = Cr−1

n−1 + Cr−1
n−2 + . . .+ Cr−1

r−1 ;

г)
n∑

k=0

Ck
r+k = Cn

r+n+1.

13. Нехай f(x) – функцiя, яка визначена при всiх цiлих x, � – рiзницевий
оператор. Довести, що для всiх n ∈ N

�nf(x) =

n∑
k=0

(−1)kCk
nf(x+ n− k). (5.5)

Додатковi задачi

1. Для фiксованого n вказати найбiльше iз чисел Ck
n.

2. Розглянемо шахове мiсто iз n ×m кваpталiв. Скiльки piзних найкоpо-
тших шляхiв ведуть iз точки (0, 0) у точку (m,n) за умови, що пpоходити
чеpез тpикутник з веpшинами (0, n− d), (0, n), (d, n) забоpоняється?

3. Довести тотожнiсть: Cm
n C0

k +Cm−1
n−1 C1

k+1+ . . .+C0
n−mCm

k+m = Cm
n+k+1.

4. У класi вивчають 2n предметiв. Всi учнi вчаться на 4 i 5. Жоднi два
учнi не вчаться однаково; нi про будь-яких двох з них не можна сказати, що
один вчиться краще iншого. Довести, що число учнiв в класi не перевищує
Cn

2n.
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5. Комiсiя складається з n осiб. Скiльки замкiв повинен мати сейф, скiль-
ки ключiв до них треба зробити i як їх розподiлити серед членiв комiсiї, щоб
доступ до сейфа був можливий тодi i тiльки тодi, коли збереться не менше k
членiв комiсiї?

6. В опуклому n-кутнику накреслено всi дiагоналi. Вiдомо, що жоднi три з
них не перетинаються в однiй точцi. На скiльки частин подiлиться при цьому
многокутник?

7. Знайти число всiх опуклих k-кутникiв, вершинами яких є k iз n вершин
опуклого n-кутника, причому двi сусiднi вершини повиннi бути роздiленi не
менше, нiж s вершинами n-кутника.

8. Запишемо трикутник Паскаля у виглядi:
1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7
1 3 6 10 15 21
1 4 10 20 35
1 5 15 35
1 6 21
1 7
1

Довести, що будь-який визначник з чисел, якi стоять в лiвому кутi трикутника
Паскаля, дорiвнює 1.

9. Нехай n i k натуральнi числа, n ≥ k. Довести, що найбiльший спiльний
дiльник чисел Ck

n, Ck
n+1, . . . , C

k
n+k дорiвнює 1.

10. Довести тотожностi:

а)
n∑

k=0

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

m(m− 1) . . . (m− k + 1)
=

m+ 1

m− n+ 1
;

б)
n∑

k=1

Ck−1
n−1

Ck
2n−1

=
2

n+ 1
;

в)
n∑

k=0

Ck
nC

r
n

Ck+r
2n

=
2n+ 1

n+ 1
;

г)
n∑

k=1

Ck−1
n−1

Ck
n+m

=
n+m+ 1

(m+ 1)(m+ 2)
.

Задачi для самостiйної роботи

1. Скiлькома способами читач може вибpати 3 книги з 6?
2. З колоди, що мiстить 52 каpти, двоє гравцiв вибpали по 5 каpт. У

скiлькох випадках:
а) у кожного з гравцiв є рiвно один туз?
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б) у жодного з гравцiв немає тузiв?
в) у першого гравця всi карти червоної, а у другого – чорної мастей?
г) в обох гравцiв карти однiєї мастi?

3. а) Скiлькома способами можуть випасти три гральнi кубики?
б) У скiлькох випадках хоча б на одному кубику випаде 6 очок?
в) У скiлькох випадках на одному кубику випаде 6, а на iншому 3 очок?

4. Скiльки є п’ятизначних чисел, у яких кожна наступна цифра менша
попередньої?

5. Довести тотожностi:

а) Cr
n =

r∑
k=0

Ck
n−mCr−k

m , 0 ≤ m ≤ n;

б)
m∑

k=0

(−1)kCk
r = (−1)mCm

r−1;

в) C0
nC

n−m
n + C1

nC
n−m
n−1 + . . .+ Cm

n Cn−m
n−m = Cm

n 2m.
6. Нехай X – впорядкована m-елементна множина, Y – впорядкована n-

елементна множина. Вiдображення ϕ : X → Y називають монотонним, якщо
з xi < xj випливає ϕ(xi) < ϕ(xj). Довести, що число монотонних вiдобра-
жень впорядкованої m-множини X у впорядковану n-множину Y дорiвнює
Cm

n (m ≤ n).
7. Нехай f(x) = x3. Обчислити �f(x), �2f(x), �3f(x), �4f(x).
8. Скiльки рацiональних членiв мiстить розклад ( 3

√
2 + 5

√
3)300?

9. Довести, що при n > 1

C1
n − 2C2

n + . . .+ (−1)n−1nCn
n = 0.

10. Довести, що:

а)
n∑

k=0

Ck
2n = 22n−1 + 1

2C
n
2n = 22n−1 + Cn

2n−1;

б)
n∑

k=0

kCk
2n = 2n

n−1∑
k=0

Ck
2n−1 = n22n−1;

11. Нехай θ = cos 2π
3 + i sin 2π

3 . Розглядаючи бiном (1 + x)n послiдовно
при x = 1, x = θ, x = θ2 i x = i, доведiть, що

а) C0
n + C3

n + C6
n + . . . = 1

3

(
2n + 2 cos nπ

3

)
;

б) C1
n + C4

n + C7
n + . . . = 1

3

(
2n + 2 cos (n−2)π

3

)
;

в) C2
n + C5

n + C8
n + . . . = 1

3

(
2n + 2 cos (n+2)π

3

)
;

г) C0
n + C4

n + C8
n + . . . = 1

2

(
2n−1 + 2

n
2 cos nπ

4

)
.
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ЗАНЯТТЯ 6

Перестановки та комбiнацiї з повтореннями

Означення 6.1. Комбiнацiями iзm елементiв по n елементiв з повтореннями
називають групи, якi мiстять n елементiв, причому кожний елемент належить
одному з m типiв.

Теорема 6.2. Число рiзних комбiнацiй iз m елементiв по n з повтореннями
дорiвнює

fn
m = Cm−1

m+n−1 = Cn
m+n−1.

Приклад 6.3. Костi з домiно є комбiнацiями з повтореннями з семи цифр
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, по 2. Число усiх таких комбiнацiй дорiвнює

f2
7 = C2

2+7−1 = C6
8 = 28.

Означення 6.4. Перестановками з повтореннями називають перестановки з
n елементiв, причому кожний елемент належить одному з m типiв: n1 еле-
ментiв першого типу, n2 елементiв другого типу, ..., nm елементiв m-го типу.
Число таких перестановок з повтореннями позначають Cn(k1, k2, . . . , km).

Теорема 6.5. Число представлень множини Ω, яка мiстить n елементiв, у
виглядi об’єднання m пiдмножин B1, B2, ..., Bm таких, що

Ω =

m⋃
i=1

Bi, Bi ∩Bj = ∅, i �= j, |B1| = k1, |B2| = k2, . . . , |Bm| = km,

дорiвнює

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Числа Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
також називають полiномiаль-

ними коефiцiєнтами (див. теорему 6.8 нижче).

Приклад 6.6. Скiлькома способами можна розселити 8 студентiв у трьох
кiмнатах: одномiснiй, трьохмiснiй i кiмнатi на чотири мiсця?
Розв’язок. Розселення можна здiйснити

C8(1, 3, 4) =
8!

1!3!4!
= 280

способами.
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Приклад 6.7. Число рiзних слiв, якi можна утворити з n лiтер, серед яких
k1 лiтер a1, k2 – лiтер a2, . . . , km – лiтер am, дорiвнює

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Теорема 6.8. (Полiномiальна теорема) Справедлива рiвнiсть

(a1 + a2 + . . .+ am)n =
∑

k1+k2+...+km=n, ki≥0

n!

k1!k2! . . . km!
ak1
1 . . . akm

2 . (6.1)

Задачi для аудиторної роботи

1. Скiлькома способами можна розподiлити n однакових подарункiв для
m дiтей? Скiльки серед них таких способiв, коли кожна дитина отримує при-
наймнi один подарунок?

2. Скiльки iснує n-значних натуральних чисел, у яких:
а) цифри розмiщенi у неспадному порядку?
б) кожна цифра зустрiчається принаймнi один раз?
в) цифри розмiщенi у незростаючому порядку?

3. а) Скiлькома способами можна розмiстити n1 бiлих, n2 чорних i n3

синiх куль по m рiзних урнах?
б) Скiльки є таких розмiщень, де у другiй урнi k1 бiлих, k2 чорних i k3

синiх куль?
4. На книжнiй полицi стоять 12 книг. Скiлькома способами можна вибрати

iз них 5 книг так, щоб нiякi двi iз них не стояли поруч?
5. За круглим столом сидять n лицарiв. Скiлькома способами можна ви-

брати k лицарiв так, щоб до їх числа не попали нiякi два сусiди?
6. Є n рiзних сигнальних прапорiв i k мачт, на яких їх розвiшують. Значен-

ня сигналу залежить вiд того, в якому порядку розвiшують прапори. Скiльки
є рiзних сигналiв (деякi мачти можуть бути порожнi)?

7. Скiлькома способами можна подiлити m+n+s предметiв на три групи
так, щоб в однiй групi булоm предметiв, в другiй – n, а у третiй – s предметiв?

8. Скiлькома способами можна розмiстити n рiзних куль по m урнах так,
щоб m1 урна мiстила по p1 куль, m2 урни – по p2 куль i т.д. (m = m1 + . . .+
mk, n = m1p1 + . . .+mkpk), якщо:

а) урни рiзнi;
б) урни, якi мiстять однакову кiлькiсть куль, не можна вiдрiзнити.

9. Довести рiвнiсть

∑
n=n1+...+nk, ni≥0

n!

n1!n2! . . . nk!
= kn.
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10. Є 10 подружнiх пар. Вони розбиваються на 5 груп по 4 людини для
прогулянки на човнах.

а) Скiлькома способами можна розбити їх так, щоб у кожному човнi
були двоє чоловiкiв i двоє жiнок?

б) У скiлькох випадках при цьому даний чоловiк буде в одному човнi
з своєю дружиною?

в) У скiлькох випадках данi двоє чоловiкiв будуть в одному човнi з
своїми дружинами?

11. Є 2n елементiв. Скiлькома способами можна розбити цi елементи на
пари, якщо не розрiзняються випадки з рiзним порядком пар або елементiв
у парах?

Додатковi задачi

1. Маємо по 2n предметiв чотирьох сортiв. Скiлькома способами їх можна
роздiлити на двi групи по 4n предметiв?

2. Скiлькома способами можна подiлити по n предметiв 3-х сортiв мiж
трьома людьми так, щоб кожний отримав n предметiв?

3. Довести, що числа
(k!)!

(k!)(k−1)!
,

(2n)!

n!(n+ 1)!
цiлi.

4. (Теорема Шпернера) Нехай Ω – множина, яка мiстить n елементiв,
A1, A2, . . . , Ak – набiр пiдмножин Ω такий, що жодна з цих пiдмножин не є
частиною iншої. Довести, що

k ≤ C
[n2 ]
n .

5. Нехай x1, x2, . . . , xk – дiйснi числа, |xi| ≥ 1. Довести, що в будь-якому

iнтервалi довжини 2 є не бiльше C
[n2 ]
n сум виду

n∑
k=1

εkxk, де εk = ±1.

6. Нехай n = p1p2 . . . pr – розклад числа n на простi множники, а m –
максимальне число дiльникiв числа n, якi не дiлять один одного. Довести,
що

m ≤ C
[ r2 ]
r .

7. Використовуючи тотожнiсть

Cn
n + Cn

n+1 + Cn
n+2 + . . .+ Cn

n+m−1 = Cn+1
n+m,

довести рiвностi:
а) 1 + 2 + 3 + . . .+m = m(m+1)

2 ;

б) 1 · 2 + 2 · 3 + . . .+m(m+ 1) = m(m+1)(m+2)
3 ;

в) 12 + 22 + . . .+m2 = m(m+1)(2m+1)
6 .
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Задачi для самостiйної роботи

1. Скiлькома способами можна вибрати 6 однакових або рiзних тiстечок
у кондитерськiй, де є 11 рiзних сортiв тiстечок?

2. Скiльки кiсточок домiно можна утворити, використовуючи числа
0, 1, . . . , r?

3. Скiльки цiлих невiд’ємних розв’язкiв має рiвняння

x1 + x2 + . . .+ xm = n, m, n ∈ N?

4. Скiльки цiлих невiд’ємних розв’язкiв має нерiвнiсть

x1 + x2 + . . .+ xm < n, m, n ∈ N?

5. У схiднiй грi “нарди” 15 бiлих i 15 чорних шашок стоять на 24 полях так,
що кожне поле або пусте, або зайняте кiлькома бiлими шашками, або зайня-
те кiлькома чорними шашками. Скiлькома способами можна так розставити
шашки?

6. Довести, що число способiв, якими 2 людини можуть подiлити 2n пре-
дметiв першого сорту, 2n предметiв другого сорту i 2n предметiв третього
сорту так, щоб кожна отримала по 3n предметiв, дорiвнює 3n2 + 3n+ 1.

7. Скiлькома способами 4 чорнi кулi, 5 бiлих i 7 синiх можуть бути роз-
кладенi у 6 рiзних пакетiв?

8. Скiлькома способами можна роздати 52 карти 4 гравцям так, щоб ко-
жний отримав по три карти трьох мастей i чотири карти четвертої мастi?

9. Скiлькома способами можна роздати 18 рiзних предметiв 5 людям так,
щоб четверо отримали по 4 предмети, а п’ятий 2 предмети?

10. На першi двi лiнiї шахової дошки довiльним чином розставляють бiлi
й чорнi фiгури (по два коня, два слона, двi тури, ферзь i король кожного
кольору).

а) Скiлькома способами це можна зробити?
б) Скiлькома способами можна розставити тi самi фiгури по всiй до-

шцi?
а) А якщо розставляють i усiх пiшакiв (по 8 пiшакiв кожного кольору)?

11. Скiльки слiв можна утворити, переставляючи лiтери в словi “комбiна-
торика”?

12. Обчислити (x+ y + z)3.
13. Скiльки доданкiв у правiй частинi рiвностi (6.1)?
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ЗАНЯТТЯ 7

Метод включення i виключення

Пiдрахуємо кiлькiсть елементiв в об’єднаннi m множин. Легко пересвiд-
читись, що для m = 2 i m = 3 справедливi рiвностi

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|; (7.1)

та

|A1 ∪A2 ∪A3| = |A1|+ |A2|+ |A3| − (|A1 ∩A2|+ |A1 ∩A3|+ |A2 ∩A3|)+
+|A1 ∩A2 ∩A3|. (7.2)

Приклад 7.1. Скiльки чисел серед 1, 2, 3, ..., 99, 100 таких, якi не дiляться
на жодне з чисел 2, 3, 5?
Розв’язок. Пiдрахуємо спершу кiлькiсть чисел, якi дiляться принаймнi на одне
з чисел 2, 3, 5. Нехай A1 – множина тих чисел, якi дiляться на 2, A2 – множина
тих чисел, якi дiляться на 3, A3 – множина тих чисел, якi дiляться на 5. Тодi

|A1| =
[
100

2

]
= 50, |A2| =

[
100

3

]
= 33, |A3| =

[
100

5

]
= 20,

|A1 ∩A2| =
[
100

2 · 3
]
= 16, |A1 ∩A3| =

[
100

2 · 5
]
= 10, |A2 ∩A3| =

[
100

3 · 5
]
= 6,

|A1 ∩A2 ∩A3| =
[

100

2 · 3 · 5
]
= 3.

Тому з (7.2) маємо

|A1 ∪A2 ∪A3| = 50 + 33 + 20− (16 + 10 + 6) + 3 = 74.

Вiдповiдь: кiлькiсть чисел, якi не дiляться на жодне з чисел 2, 3, 5, дорiвнює
100− 74 = 26.

Теорема 7.2. Має мiсце рiвнiсть∣∣∣∣∣
m⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
m∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i1<i2≤m

|Ai1 ∩Ai2 |+ . . .+

+(−1)k−1
∑

1≤i1<i2<...<ik≤m

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik |+ . . .+

+(−1)m−1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩Am|.
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Приклад 7.3. Розглядаються всi перестановки n чисел 1, 2, . . . , n. Знайти
число Dn тих перестановок, у яких принаймнi одне число стоїть на мiсцi зi
своїм номером.
Розв’язок. Позначимо через Ak множину тих перестановок, у яких на k-му
мiсцi стоїть k. Тодi

Dn = |A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An|.
Множина Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . Aik мiстить тi перестановки, у яких на мiсцях
i1, i2, . . . , ik вiдповiдно стоять числа i1, i2, . . . , ik, а на iнших n − k мiсцях
числа впорядкованi довiльно. Тому

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . Aik | = (n− k)!,

а ∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . Aik | = Ck
n(n− k)! =

n!

k!
.

З теореми 7.2 випливає, що

Dn = |A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An| = n!

(
1

1!
− 1

2!
+

1

3!
− . . .+ (−1)n−1 1

n!

)
.

Теорема 7.4. Нехай |A1 ∪A2 ∪ . . .∪An|[m] позначає кiлькiсть елементiв, якi
входять рiвно в m множин з набору множин A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An. Тодi

|A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An|[m] = Cm
m

∑
1≤i1<...<im≤n

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aim |−

−Cm
m+1

∑
1≤i1<i2<...<im+1≤n

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aim+1
|+ . . .+

+(−1)n−mCm
n

∑
1≤i1<...<in≤n

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Ain |.

Приклад 7.5. Знайти число всiх перестановок чисел 1, 2, . . . , n, у яких рiвно
m чисел стоять на мiсцях зi своїм номером.
Розв’язок. Нехай Ak – множина тих перестановок, у яких на k-му мiсцi стоїть
k. Тодi згiдно з теоремою 7.4 число вiдповiдних перестановок дорiвнюватиме

|A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An|[m] =

= Cm
mCm

n (n−m)!− Cm
m+1C

m+1
n (n−m− 1)! + . . .+ (−1)n−mCm

n Cn
n =

=
n!

m!

(
1

1!
− 1

2!
+

1

3!
− . . .+ (−1)n−m 1

(n−m)!

)
.
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Означення 7.6. Нехай n – натуральне число. Функцiя Ойлера ϕ(n) – це
кiлькiсть додатних натуральних чисел, якi не перевищують n i взаємно простi
з n.

Приклад 7.7. Обчислити
∑
d|8

ϕ(d), де запис d|8 означає, що число d є дiль-

ником числа 8, i сума обчислюється по всiм таким дiльникам.
Розв’язок. Використовуючи означення функцiї Ойлера, маємо∑

d|8
ϕ(d) = ϕ(1) + ϕ(2) + ϕ(4) + ϕ(8) = 1 + 1 + 2 + 4 = 8.

Приклад 7.8. Нехай p – просте число. Чому дорiвнює ϕ(p)?
Розв’язок. Якщо число p просте, то всi числа, що не перевищують p, є взаємно
простими з p. Тому

ϕ(p) = p− 1.

Означення 7.9. Означимо на множинi натуральних чисел функцiю Мебiуса
μ(n) таким чином:

μ(n) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1, якщо n = 1,
0, якщо n дiлиться на квадрат простого числа,
(−1)k, якщо n = p1p2 . . . pk, де p1, p2, . . . , pk – рiзнi простi

множники.

Приклад 7.10. Обчислити
∑
d|10

μ(d).

Розв’язок. Використовуючи означення функцiї Мебiуса, маємо∑
d|10

μ(d) = μ(1) + μ(2) + μ(5) + μ(10) = 1− 1− 1 + 1 = 0.

Задачi для аудиторної роботи

1. У класi 35 учнiв. З них 20 вiдвiдують математичний гурток, 11 фiзи-
чний, а 10 учнiв не вiдвiдують жодного гуртка.

а) Скiльки учнiв вiдвiдують математичний та фiзичний гуртки?
б) Скiльки учнiв вiдвiдують лише математичний гурток?

2. Є n листiв, але адреси на конвертах написанi навмання. Скiльки є спосо-
бiв того, що:

а) хоча б одна людина отримає лист, який написаний до неї;
б) m людей отримають листи, якi написанi до них ?

3. Скiлькома способами можна послати n рiзних фотокарток у k рiзних
конвертах, якщо жоден конверт не повинен бути порожнiй?
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4. Скiлькома способами король Артур може розсадити за круглим столом
n пар лицарiв, якi ворогують мiж собою (пару лицарiв, якi ворогують один з
одним, не можна садити поруч)?

5. По пустелi iде караван з 9 верблюдiв. Скiлькома способами можемо
переставити верблюдiв так, щоб попереду кожного верблюда йшов iнший,
нiж ранiше?

6. Нехай a1, a2, . . . , an – взаємно простi натуральнi числа, N – деяке на-
туральне число. Знайти кiлькiсть додатних натуральних чисел, якi не пере-
вищують N i не дiляться на жодне з чисел a1, a2, . . . , an.

7. Нехай |X| = m, Y = {y1, y2, . . . , yn}, Ai = {ϕ : X → Y, ϕ−1(yi) = ∅},
i = 1, . . . , n.

а) Довести, що |Ai| = (n− 1)m, |Ai ∩Aj | = (n− 2)m, i �= j.

б) Обчислити
∣∣∣ n⋃
i=1

Ai

∣∣∣.
в) Довести, що число сюр’єктивних вiдображень X в Y дорiвнює

n∑
k=0

(−1)kCk
n(n− k)m.

8. Нехай ϕ(x) = xm. Довести, що:

а) Δnxm =
n∑

k=0

(−1)kCk
n(x+ n− k)m, n < m;

б) Δmxm = m!;
в) Δnxm = 0, n > m.

9. Нехай n – натуральне число, розклад на простi множники якого має ви-
гляд n = pα1

1 pα2
2 . . . pαk

k , де p1, p2, . . . , pk – простi числа. Довести, що функцiя
Ойлера дорiвнює

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
.

10. Довести, що при n ≥ 2 ∑
d|n

μ(d) = 0.

Додатковi задачi

1. Довести, що функцiя Ойлера – мультиплiкативна, тобто для будь-яких
натуральних a i b, взаємно простих мiж собою,

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

47



2. Нехай n – натуральне число, розклад на простi множники якого має
вигляд n = pα1

1 pα2
2 . . . pαk

k , де p1, p2, . . . , pk – простi числа. Показати, що

а)
∑
d|n

ϕ(d) =
k∏

i=1

(ϕ(1) + ϕ(pi) + . . .+ ϕ(pαi
i ));

б)
∑
d|n

ϕ(d) = n.

3. Нехай n – деяке довiльно вибране натуральне число. Позначимо:
q1, . . . , qm – всi простi числа, якi не перевищують

√
n, а π(x) – кiлькiсть

простих чисел, якi не перевищують x > 0. Довести, що

π(n)− π(
√
n) = n− 1 +

m∑
k+1

(−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤m

[
n

qi1 . . . qik

]
.

4. Довести тотожнiсть

∑
n=n1+...+nm, ni>0

n!

n1! . . . nm!
=

m∑
k=0

(−1)kCk
m(m− k)n.

5. Нехай A = {ai,j}mi,j=1 – квадратна матриця порядку m. Перманент A
дорiвнює

per(A) :=
∑

i1,...,im

a1,i1a2,i2 . . . am,im ,

де сума знаходиться по всiх можливих перестановках чисел 1, . . . ,m. Довести,
що

per(A) = S(A) +
m∑

k=1

(−1)k
∑

i1,...,ik

S(Ai1,...,ik),

де 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m, Ai1,...,ik – матриця, яка утворена з A замiною
i1, . . . , ik стовпчикiв нулями, а S(Ai1,...,ik) – добуток сум рядкiв A.

Задачi для самостiйної роботи

1. Зi 100 студентiв англiйську мову вивчають 28 студентiв, нiмецьку – 30,
французьку – 42, англiйську i французьку – 10, англiйську i нiмецьку – 8,
нiмецьку i французьку – 5, всi 3 мови студiюють троє. Скiльки студентiв не
вивчають жодної iз цих трьох мов?

2. У класi навчається 45 школярiв, з них 25 хлопчикiв. 30 школярiв вчаться
на добре i вiдмiнно, з них 16 хлопчикiв. Спортом займаються 28 учнiв, з них
18 хлопчикiв i 17 школярiв, якi навчаються на добре i вiдмiнно. 15 хлопчикiв
навчаються на добре i вiдмiнно i в той же час займаються спортом. Показати,
що в цiй iнформацiї є помилка.
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3. По колу бiжать n чоловiк. Скiлькома способами можна помiняти їх
мiсцями так, щоб попереду кожного була iнша людина, нiж ранiше?

4. У бою не менше 70% бiйцiв втратили одне око, не менше 75% – одне
вухо, не менше 80% – одну руку i не менше 85% – одну ногу. Яка мiнiмальна
кiлькiсть бiйцiв, якi втратили одночасно око, вухо, руку i ногу?

5. Скiльки шестизначних чисел можна скласти iз цифр числа
1 233 145 254 так, щоб нiякi двi однаковi цифри не йшли одна за одною?

6. Скiлькома способами можна посадити за круглий стiл 3 англiйцiв, 3
нiмцiв i 3 французiв, щоб нiякi два спiввiтчизники не сидiли поруч?

7. а) Скiлькома способами 6 чоловiк можуть вибрати 6 пар рукавиць рi-
зного розмiру по правiй i лiвiй рукавицi так, щоб нi один не отримав пари
одного розмiру?

б) Ця ж задача для 9 пар i 6 людей.
8. Показати, що функцiю Ойлера можна наступним чином виразити через

функцiю Мебiуса:
а) ϕ(70) =

∑
d|70

μ(d) 70d ;

б) ϕ(n) =
∑
d|n

μ(d)nd , n ∈ N.

9. Скiлькома способами можна розмiстити n
а) рiзних,
б) однакових

предметiв по m рiзним скриням? Скiльки серед них таких розмiщень, при
яких у кожну скриню кладеться не бiльше одного предмета?
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ЗАНЯТТЯ 8

Формули обертання

Теорема 8.1. Якщо {an} i {bn} такi послiдовностi, що для всiх n

an =

n∑
k=0

(−1)kCk
nbk, (8.1)

то

bn =
n∑

k=0

(−1)kCk
nak. (8.2)

Навпаки, iз (8.2) випливає (8.1).

Приклад 8.2. Довести пару взаємно обернених спiввiдношень:

an =
n∑

k=0

Ck
nbk ⇔ bn =

n∑
k=0

(−1)n−kCk
nak.

Доведення. I спосiб. Зведемо данi спiввiдношення до формул (8.1)–(8.2). Для
цього достатньо зробити замiну bk = (−1)kb′k. Тодi матимемо

an =

n∑
k=0

(−1)kCk
nb

′
k, (−1)nb′n =

n∑
k=0

(−1)n−kCk
nak,

звiдки

an =

n∑
k=0

(−1)kCk
nb

′
k, b′n =

n∑
k=0

(−1)kCk
nak.

Як бачимо з теореми 8.1, послiдовностi {an} i {b′n} взаємно оберненi, отже,
взаємно оберненими є i послiдовностi {an} й {bn}.
II спосiб. Розглянемо суму

n∑
k=0

Ck
nbk i припустимо, що bn =

n∑
k=0

(−1)n−kCk
nak.

Тодi
n∑

k=0

Ck
nbk =

n∑
k=0

Ck
n

k∑
i=0

(−1)k−iCi
kai =

n∑
k=0

k∑
i=0

(−1)k−iCk
nC

i
kai.

З рисунка нижче видно, що мiняючи порядок пiдсумування в областi D =
{(i, k) : 0 ≤ i ≤ k ≤ n}, матимемо

n∑
k=0

k∑
i=0

xik =
∑

{(i,k) : 0≤i≤k≤n}
xik =

n∑
i=0

n∑
k=i

xik.

50



0 k

i

n

n

0 ≤ i ≤ k ≤ n

1 2 0 k

i

n

n

0 ≤ i ≤ k ≤ n

1

1

Тодi, продовжуючи ланцюг перетворень, i врахувавши, що

Ck
nC

i
k =

n!

k!(n− k)!

k!

i!(k − i)!
= Ci

nC
k−i
n−i,

матимемо, що
n∑

k=0

Ck
nbk =

n∑
i=0

n∑
k=i

(−1)k−iCi
nC

k−i
n−iai =

n∑
i=0

Ci
nai

n∑
k=i

(−1)k−iCk−i
n−i =

Зробимо замiну k − i = j:

=

n∑
i=0

Ci
nai

n−i∑
j=0

(−1)jCj
n−i =

n∑
i=0

Ci
nai(1− 1)n−i = an.

Тут ми використали бiномiальну формулу i ту обставину, що

(1− 1)n−i =

{
0, n �= i;
1, n = i.

В iншу сторону формули доводяться аналогiчно.

Теорема 8.3. (Принцип обертання Дедекiнда-Лiувiлля) Нехай f(n) i
g(n) – функцiї, визначенi для будь-якого натурального n, то

f(n) =
∑
d|n

g(d) ⇔ g(n) =
∑
d|n

μ(d)f
(n
d

)
,

де обидвi суми беруться по всiх дiльниках числа n (включаючи 1 та саме
число n), μ(n) – функцiя Мебiуса.

Приклад 8.4. Має мiсце такий зв’язок мiж функцiями Ойлера ϕ(n) i Мебiуса
μ(n):

ϕ(n) = n
∑
d|n

μ(d)

d
.
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Доведення. Використаємо таку властивiсть функцiї Ойлера:∑
d|n

ϕ(d) = n.

Застосувавши до цiєї суми принцип обертання Дедекiнда-Лiувiлля, отримає-
мо

ϕ(n) =
∑
d|n

μ(d)
n

d
= n

∑
d|n

μ(d)

d
.

Задачi для аудиторної роботи

1. Довести, що виконуються взаємно оберненi спiввiдношення:

an =

n∑
k=0

bn−k

k!
⇔ bn =

n∑
k=0

(−1)kan−k

k!
.

2. Довести двi пари взаємно обернених спiввiдношень

а) A2n =

n∑
k=0

B2n−2k

k!
⇔ B2n =

n∑
k=0

(−1)kA2n−2k

k!
;

б) A2n+1 =

n∑
k=0

B2n−2k+1

k!
⇔ B2n+1 =

n∑
k=0

(−1)kA2n−2k+1

k!
;

i отримати, як наслiдок, пару взаємно обернених спiввiдношень:

an =

[n2 ]∑
k=0

bn−2k

k!
⇔ bn =

[n2 ]∑
k=0

(−1)kan−2k

k!
.

3. Довести пару взаємно обернених спiввiдношень:

а) an =
n∑

k=0

Cp−n
p−k bk ⇔ bn =

n∑
k=0

(−1)k+nCp−n
p−k ak;

б) an =
∞∑

k=n

Cp−k
p−nbk ⇔ bn =

∞∑
k=n

(−1)k−nCp−k
p−nak.

4. Пiдрахувати суму:

Snm =

n∑
k=m

(−1)kCk
nC

m
k , n ≥ m,
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а) аналiтично;
б) за допомогою формули обертання для бiномiальних коефiцiєнтiв.

5. Коли кажуть, що символи a1, a2, . . . , an утворюють циклiчну пе-
рестановку, вважають, що будь-яка iз перестановок a2, a3, . . . , an, a1;
a3, . . . , an, a1, a2; . . .; an, a1, . . . , an−1 визначає одну i ту саму циклiчну пере-
становку. Припустивши, що символи a1, a2, . . . , an можуть набувати r рiзних
значень, i скориставшись принципом обертання Дедекiнда-Лiувiлля, довести,
що кiлькiсть циклiчних перестановок довжини та перiоду n обчислюється за
такою формулою:

M(n) =
1

n

∑
d|n

μ(d)r
n
d .

Додатковi задачi

1. Довести, що виконуються взаємно оберненi спiввiдношення:

an =

n∑
k=0

(−1)kk!Ck
nC

k
p+nbn−k ⇔ bn =

n∑
k=0

(−1)kk!Ck
nC

k
p+nan−k.

2. Довести пару взаємно обернених спiввiдношень:

an =

n∑
k=0

(Ck
n)

2k!xkbn−k ⇔ bn =

n∑
k=0

(Ck
n)

2k!(−x)kan−k.

Показати, що

xn =

n∑
k=0

(Ck
n)

2k!sn−k(x),

де sn(x) =
n∑

k=0

(−1)k(Ck
n)

2k!xn−k – приєднаний многочлен тур.

3. Довiвши рiвнiсть(
n∑

k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
= n

n∑
k=1

akbk −
∑

1≤i<k≤n

(ak − ai)(bk − bi),

отримати з неї такi наслiдки:
а) якщо a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an i b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn, то(

n∑
k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
≤ n

n∑
k=1

akbk;

53



а) якщо a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an i b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn, то(
n∑

k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
≥ n

n∑
k=1

akbk.

4. Числами Лаха називають коефiцiєнти Lnk у виразi

(−x)n =
n∑

k=0

Lnk(x)k,

де (x)k = x(x− 1) . . . (x− k + 1).
Записати обернену формулу, ортогональне спiввiдношення та довести, що

Ln0 = δn0, Lnk = (−1)n
n!

k!
Ck−1

n−1, k = 1, . . . , n, n ∈ N.

5. Знайти суму:

fn =

n∑
k=1

(−1)k+1C
k
n

k
, n = 1, 2, . . .

а) аналiтично;
б) за допомогою формули обертання для бiномiальних коефiцiєнтiв.

6. Нехай fk(x) =

k∑
j=1

xj

j
. Довести,що

Sn(x) =

n∑
k=1

(−1)k+1Ck
nfk(x) =

1− (1− x)n

n
,

fn(x) =

n∑
k=1

(−1)k+1Ck
nSk(x),

та отримати iз цих спiввiдношень рiвнiсть

n∑
j=1

xj

j
=

n∑
k=1

(−1)k+1Ck
n

1− (1− x)k

k
.

Розв’язати задачу:
а) аналiтично;
б) за допомогою формул обертання.
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Задачi для самостiйної роботи

1. Узагальнити результат задачi А.2 i довести для цiлого додатного c пару
взаємно обернених спiввiдношень:

а) an =

[nc ]∑
k=0

bn−ck

k!
⇔ bn =

[nc ]∑
k=0

(−1)kan−ck

k!
;

б) an =

[nc ]∑
k=0

n!bn−ck

k!(n− ck)!
⇔ bn =

[nc ]∑
k=0

(−1)kn!an−ck

k!(n− ck)!
.

2. Довести пару взаємно обернених спiввiдношень:

а) an =

∞∑
k=n

Cn
k bk ⇔ bn =

∞∑
k=n

(−1)k+nCn
k ak;

б) an =
∞∑

k=n

Cp+n
p+k bk ⇔ bn =

∞∑
k=n

(−1)k+nCp+n
p+k ak;

в) an =
n∑

k=0

Cp+k
p+nbk ⇔ bn =

n∑
k=0

(−1)k+nCp+k
p+nak.

3. Довести для p = 0, . . . , n− 1 спiввiдношення:

an(x, p) =

n∑
k=0

Cn−k
p−k x

k = xp+1(x− 1)n−p−1

та
an(1− x, p)xp+1(x− 1)−p−1(−1)n = xn

а) аналiтично;
б) за допомогою формул обертання.

4. Складаються намиста iз предметiв трьох кольорiв. Кожне намисто має
а) 5;
б) 8 предметiв.

Намиста, якi отриманi одне з одного поворотом на площинi, не розрiзняють.
Користуючись результатом задачi А.5, знайти число рiзних прикрас.

5. Нехай n = pα1
1 . . . pαr

r – розклад числа n на простi множники. Довести,
що

а) ϕ(n) = n

r∏
i=1

(
1− 1

pi

)
;

б)
∑
d|n

μ(d)

d
=

r∏
i=1

(
1− 1

pi

)
.
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ЗАНЯТТЯ 9

Метод траєкторiй

Будемо розглядати множину 2n-вимiрних векторiв виду

(ε1, ε2, . . . , ε2n−1, ε2n), (9.1)

де кожна компонента εi набуває двох значень: 1 або −1:

εi =

{
1,

−1.
(9.2)

причому для кожного k (k = 1, 2, . . . , 2n− 1)

k∑
i=1

εi ≥ 0 (9.3)

та
2n∑
i=1

εi = 0. (9.4)

Означення 9.1. 2n-вимiрнi вектори (ε1, ε2, . . . , ε2n−1, ε2n), якi задовольня-
ють умови (9.2), (9.3), (9.4), називають векторами Каталана, а число таких
векторiв називають числом Каталана i позначають Cn.

Знайдемо формулу для обчислення Cn за допомогою методу дзеркальних
вiдображень.

Нехай Sn =
n∑

i=1

εi, S0 = 0. Поставимо у вiдповiднiсть кожному вектору

(9.1) геометричну траєкторiю Sn. Траєкторiї, для яких виконанi умови (9.2)
– (9.4), будемо називати траєкторiями Каталана. Побудуємо для n = 2 трає-
кторiї, якi задовольняють умову (9.4).

0

Sk

k2 4

1

2

(ε1, ε2, ε3, ε4) = (1, 1,−1,−1)

0

Sk

k2 4

1

2

(ε1, ε2, ε3, ε4) = (1,−1, 1,−1)
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0

Sk

k2 4

1

−1

(ε1, ε2, ε3, ε4) = (1,−1,−1, 1)

0

Sk

k2 4

1

−1

(ε1, ε2, ε3, ε4) = (−1, 1, 1,−1)

0

Sk

k2 4

−2

−1

(ε1, ε2, ε3, ε4) = (−1, 1,−1, 1)

0

Sk

k2 4

−2

−1

(ε1, ε2, ε3, ε4) = (−1,−1, 1, 1)

При n = 2 число траєкторiй, якi задовольняють умову (9.4), дорiвнює
Cn

2n = C2
4 = 6 (вони мiстять n компонент рiвних 1 i n компонент рiвних −1).

Серед них лише двi є траєкторiями Каталана, C2 = 2.
Легко помiтити, що траєкторiї Каталана не перетинають пряму y = −1.

Знайдемо число траєкторiй, якi задовольняють умову (9.4) i перетинають
пряму y = −1. Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй траєкторiї T , яка перетинає
або дотикається до прямої y = −1, нову траєкторiю T ′ за таким правилом:
до першої точки дотику з прямою y = −1 траєкторiя T ′ збiгається з T ,
а далi є симетричним образом траєкторiї T вiдносно прямої y = −1 (на
рисунку нижче траєкторiя T ′ позначена пунктирною лiнiєю). Всi траєкторiї
T ′ закiнчуються в точцi (2n,−2), яка є симетричним образом точки (2n, 0)
вiдносно прямої y = −1.

0

y

x

(2n,−2)

(2n, 0)

−1
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Встановлена вiдповiднiсть є взаємно однозначною. Тому число траєкто-
рiй, якi задовольняють умову (9.4) i перетинають пряму y = −1, дорiвнює
числу ламаних, якi сполучають точки (0, 0) i (2n,−2). Це число легко пiдра-
хувати: якщо така траєкторiя мiстить u вiдрiзкiв, якi йдуть вниз, i v вiдрiзкiв,
якi йдуть вгору, то

u+ v = 2n, (9.5)

а
v − u = −2. (9.6)

Iз системи рiвнянь (9.5) – (9.6) випливає, що v = n− 1. Таким чином, число
траєкторiй, що перетинають пряму y = −1, дорiвнює Cn−1

2n . Шукане число
траєкторiй дорiвнює

Cn = Cn
2n − Cn−1

2n =
1

n+ 1
Cn

2n.

Означення 9.2. Частинка виходить iз точки 0 i на кожному кроцi може пе-
ресуватись на 1 вправо або влiво. Координату точки пiсля n крокiв будемо
позначати Sn, а такий рух називати випадковим блуканням.

Задачi для аудиторної роботи

1. Бiля каси кiнотеатpу зiбpались m+ n чоловiк, пpичому n з них мають
купюpи ваpтiстю 100 грн, а pешта m – по 50 грн (m ≤ n). Ваpтiсть квитка
50 грн. Скiлькома рiзними способами вони можуть стати в чергу так, щоб
жоден покупець не чекав решти за умови, що на початку pоботи:

а) у касi немає гpошей;
б) у касi є p купюp по 50 грн?

2. Задача Беpтpана пpо балотування. Кандидат A зiбpав на вибоpах
a голосiв, а кандидат B – b голосiв (a > b). Вибоpцi голосували послiдовно.
Скiльки є способiв таких, що пpотягом голосування кандидат A був завжди
попеpеду B за кiлькiстю поданих за нього голосiв?

3. Припустимо, що деяка частинка випадково блукає по прямiй. Нехай
b > a > 0. Скiльки є рiзних шляхiв частинки таких, що

S1 < b, . . . , Sn−1 < b, Sn = a?

4. Нехай a > c > 0, b > 0. Скiльки є рiзних шляхiв частинки таких, що
пiсля попадання в точку a частинка не попадає в точку −b i Sn = c?

5. Нехай un – число шляхiв, у яких частинка повертається в точку 0 на n-
му кроцi, а fn – число шляхiв, у яких частинка вперше повертається в точку
0 на n-му кроцi. Знайти un i довести спiввiдношення

u2n = f2u2n−2 + f4u2n−4 + . . .+ f2nu0, n ≥ 1.
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6. Довести, що число шляхiв, у яких частинка жодного разу не повертає-
ться в точку 0 до 2n кроку включно, дорiвнює u2n.

7. Знайти число шляхiв, у яких частинка вперше досягне свого кiнцевого
положення Sn лише на n-му кроцi.

Додатковi задачi

1. В уpнi знаходяться a каpток, позначених числом 0, i b каpток, позна-
чених числом n + 1. Каpтки виймають з уpни послiдовно без повеpнення.
Скiльки є способiв таких, що для всiх r (r = 1, 2, . . . , a + b) сума чисел на
пеpших r каpтках менше r?

2. Нехай a > 0, b > 0 i −b < c < a. Скiльки є рiзних шляхiв частинки
таких, що вона не попадає в точки a та −b i має кiнцеве положення Sn = c?

3. Геометрично довести, що

P (S1 ≥ 0, . . . , S2n−1 ≥ 0, S2n = 0) = 2f2n+2.

4. Кiлькiсть шляхiв, у яких до 2n кроку вiдбулось рiвно r попадань частин-
ки в точку 0, дорiвнює кiлькостi шляхiв, у яких попадання в точку 0 вiдбулось
на 2n-му кроцi i до цього кроку було хоча б r попадань. Довести це.

Задачi для самостiйної роботи

1. Дехто випиває у випадковому порядку n склянок вина i n склянок води.
а) Обчислити скiльки є таких способiв, при яких кiлькiсть вина пiсля

кожної склянки не перевищуватиме кiлькостi випитої води.
б) Скiльки способiв того, що рiвно пiсля 2r склянок кiлькiсть випитого

вина не перевищує кiлькiсть випитої води.
2. Монету пiдкинули 2n разiв. Вiдомо, що герб i решiтка випали одна-

кову кiлькiсть разiв. Скiльки способiв того, що в процесi пiдкидання число
випадання герба було весь час попереду числа випадання решiтки?

3. Нехай a > 0, b > 0. Скiльки є рiзних шляхiв частинки таких, що

S1 > −b, . . . , Sn−1 > −b, Sn = a?

4. Знайти число шляхiв, у яких S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2n ≥ 0.
5. Знайти число шляхiв f2n, у яких частинка вперше повертається в точку

0 на 2n кроцi.
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ЗАНЯТТЯ 10

Звичайна та експоненцiйна генератриси

Теорема 10.1. Нехай α – дiйсне число i

(α)k = α(α− 1) . . . (α− k + 1), k ∈ N, (α)0 = 1.

При |t| < 1 виконується рiвнiсть

(1 + t)α =

∞∑
k=0

(α)k
k!

tk. (10.1)

Означення 10.2. Ряд (10.1) називають бiномiальним рядом Ньютона, а ко-
ефiцiєнти цього ряду – бiномiальними коефiцiєнтами i позначають

Ck
α =

(α)k
k!

=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
.

Приклад 10.3. При |t| < 1 виконується рiвнiсть

1

(1− t)α
=

∞∑
k=0

Ck
α+k−1t

k.

Доведення. Скористаємось формулою (10.1):

1

(1− t)α
=

∞∑
k=0

Ck
−α(−t)k =

∞∑
k=0

(−α)(−α− 1) . . . (−α− k + 1)

k!
(−1)ktk =

=

∞∑
k=0

(α)(α+ 1) . . . (α+ k − 1)

k!
tk =

∞∑
k=0

Ck
α+k−1t

k.

Означення 10.4. Генератрисою послiдовностi {an, n ∈ N} називають фун-
кцiю

A(t) =

∞∑
n=0

ant
n (10.2)

(припускається, що ряд у правiй частинi рiвностi (10.2) збiгається в деякому
промiжку (−c, c).)
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Приклад 10.5. Знайти генератрису послiдовностi an = 1, n = 0, 1, 2 . . .
Розв’язок. За означенням

A(t) =

∞∑
n=0

ant
n =

∞∑
n=0

tn =
1

1− t
, t ∈ (−1, 1).

Теорема 10.6. За генератрисою однозначно вiдновлюється послiдовнiсть
{an} :

an =
A(n)(0)

n!
.

Означення 10.7. Композицiя послiдовностей {an} i {bn} – це послiдовнiсть
{cn} такa, що

cn =

n∑
k=0

akbn−k.

Теорема 10.8. Якщо A(t) i B(t) генератриси послiдовностей {an} i {bn}
вiдповiдно, то генератриса C(t) композицiї {cn} послiдовностей {an} i {bn}
дорiвнює A(t)B(t):

C(t) = A(t)B(t).
Приклад 10.9. Доведемо пару взаємно обернених спiввiдношень (задача A.1
заняття 8):

an =

n∑
k=0

bn−k

k!
, (10.3)

bn =

n∑
k=0

(−1)kan−k

k!
. (10.4)

Доведення. Припустимо, що виконується рiвнiсть (10.3). Тодi за теоре-
мою 10.8

A(t) = etB(t),
де A(t) i B(t) – генератриси послiдовностей {an} i {bn} вiдповiдно, et –
генератриса послiдовностi

{
1
n!

}
. Звiдси

B(t) = e−tA(t).

I тодi за тою самою теоремою 10.8 маємо, що послiдовнiсть {bn} є компо-
зицiєю послiдовностей {an} i

{
(−1)n

n!

}
, тобто виконується (10.4). Як видно з

доведення, формули (10.3) i (10.4) є взаємно оберненими.
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Означення 10.10. Експоненцiйна генератриса послiдовностi {an} – це сума
ряду

Ae(t) =
∞∑

n=0

an
n!

tn.

Приклад 10.11. Знайти експоненцiйну генератрису послiдовностi an = 1,
n = 0, 1, 2 . . .
Розв’язок. За означенням

Ae(t) =

∞∑
n=0

an
n!

tn =

∞∑
n=0

tn

n!
= et.

Означення 10.12. Бiномiальною композицiєю послiдовностей {an} i {bn}
називається послiдовнiсть {cn} така, що

cn =
n∑

k=0

Ck
nakbn−k.

Теорема 10.13. Якщо Ae(t) i Be(t) – експоненцiйнi генератриси послiдовно-
стей {an} i {bn} вiдповiдно, то експоненцiйна генератриса Ce(t) бiномiальної
композицiї {cn} послiдовностей {an} i {bn} дорiвнює

Ce(t) = Ae(t)Be(t).

Приклад 10.14. Має мiсце рiвнiсть

(α+ β)n =

n∑
k=0

Ck
n(α)k(β)n−k. (10.5)

Доведення. Запишемо такi рiвностi:

(1 + t)α+β = (1 + t)α(1 + t)β .

Тодi з теорем 10.1 i 10.13 i випливає рiвнiсть (10.5), яку також називають
спiввiдношенням Вандермонда.

Приклад 10.15. Знайти генератрису послiдовностi fn
m – числа комбiнацiй iз

m по n з повтореннями.
Розв’язок. Нагадаємо, що комбiнацiями з повтореннями називаються групи,
якi мiстять n предметiв, причому кожен предмет є одного з m типiв i поря-
док предметiв у групi не є iстотним. Всi комбiнацiї з m по n можна роздiлити
на два класи: тi, якi не мiстять предметiв першого типу (їхня кiлькiсть до-
рiвнює fn

m−1), i тi, якi мiстять принаймнi один предмет першого типу (їхня
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кiлькiсть дорiвнює fn−1
m , бо кожна така комбiнацiя одержується приєднанням

до предмета першого типу деякої комбiнацiї iз m− 1 по n). Тому

fn
m = fn

m−1 + fn−1
m . (10.6)

Зазначимо, що fn
1 = 1, а для того, щоб рiвнiсть (10.6) виконувалась при

m = 1, покладемо fn
0 = 1.

Нехай Am(t) =
∞∑

n=0
fn
mtn. Помноживши (10.6) на tn i розглянувши суму

по всiх n вiд нуля до нескiнченностi, будемо мати

Am(t) = Am−1(t) + tAm(t),

звiдки отримуємо

Am(t) =
1

1− t
Am−1(t). (10.7)

З рiвностi (10.7) випливає, що

Am(t) =
1

1− t
Am−1(t) =

1

(1− t2)
Am−2(t) = . . . =

1

(1− t)m−1
A1(t).

Але

A1(t) =

∞∑
n=0

fn
1 t

n =

∞∑
n=0

tn =
1

1− t
.

Отже,

Am(t) =
1

(1− t)m
=

∞∑
n=0

Cn
n+m−1t

n =

∞∑
n=0

fn
mtn.

Таким чином,
fn
m = Cn

n+m−1.

Задачi для аудиторної роботи

1. Знайти звичайну та експоненцiйну генератрису послiдовностей:
а) a0 = a1 = . . . = 1;
б) an = αn, n = 0, 1, 2, . . .;
в) a0 = a1 = . . . = aj−1 = 0, ak = (k)j , k ≥ j.

2. Виразити генератрису послiдовностi {bn} через генератрису послiдов-
ностi {an}, якщо

а) bn = an+1, n = 0, 1, . . . ;
б) bn = αnan, n = 0, 1, . . . .
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3. Якiй послiдовностi вiдповiдає генератриса (1− x)−n?
4. Розкласти у бiномiальний ряд Ньютона функцiю

√
1− x.

5. Скiлькома способами можна заплатити 29 гривень купюрами по 2 i 5
гривень?

6. Знайти послiдовнiсть {an} таку, що

a0 = 1,

n∑
k=0

akan−k = 1

для всiх n ≥ 1.
7. Довести пару взаємно обернених спiввiдношень за допомогою генера-

трис:

an =

n∑
k=0

Ck
p+kbn−k ⇔ bn =

n∑
k=0

(−1)kCk
p+1an−k.

8. Скiлькома способами можна розбити опуклий (n+2)-кутник на трику-
тники дiагоналями, що не перетинаються всерединi цього багатокутника?

9. Задача про розставляння дужок. Скiлькома способами можна пере-
множити n чисел, якi стоять у заданому порядку?

Додатковi задачi

1. Знайти генератриси послiдовностей:

а) an =

{
Cn−1

n+p−2, n > 0;
0, n = 0;

б) an = sin(αn), n = 0, 1, 2, . . . .
2. Знайти генератрису послiдовностi bn через генератрису послiдовностi

an, якщо
а) bn = an+1 − an, n = 0, 1, . . . ;

б) bn =
n∑

i=0

ai, n = 0, 1, . . . .

3. Знайти експоненцiйну генератрису F e(t) послiдовностi Fn через експо-
ненцiйну генератрису fe(t) послiдовностi fn, якщо:

а) Fn =

{
0, якщо n = 0, . . . , k − 1;
fn−k, якщо n ≥ k;

б) Fn =
∑

k1+k2+...+km=n, ki≥0

n!

k1! . . . km!
fk1
1 . . . fkm

m .
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4. Показати, що якщо

ak = C0
k + . . .+ C2j

k+j + . . .+ C2k
2k , k ≥ 0;

bk = C1
k + . . .+ C2j+1

k+j + . . .+ C2k−1
2k−1 , k > 0,

то ak+1 = ak + bk+1, bk+1 = ak + bk (a0 = 1, b0 = 0). Довести спiввiдношення
для генератрис:

A(t)− 1 = tA(t) +B(t), B(t) = tA(t) + tB(t),

знайти A(t), B(t).
5. Нехай Ae(t) та Be(t) – експоненцiйнi генератриси послiдовностей {ak}

та {bk} вiдповiдно, де a0 = 0, b0 = 1. Довести, що Be(t) = eAe(t) тодi i тiльки
тодi, коли для всiх n ≥ 0 виконується:

bn+1 =

n∑
j=0

Cj
naj+1bn−j .

Задачi для самостiйної роботи

1. Знайти генератриси послiдовностей:

а) an =

{
(n+ 1)(n+ 2), n = 0, 1, . . . , N − 1;
0, n ≥ N ;

б) an = nαn, n = 0, 1, 2, . . . .
2. Виразити експоненцiйну генератрису F e(t) послiдовностi {Fn} через

експоненцiйну генератрису fe(t) послiдовностi {fn} та експоненцiйну генера-
трису ge(t) послiдовностi {gn}, якщо:

а) Fn = fn+1, n = 0, 1, . . . ;
б) Fn = fn+1 − fn, n = 0, 1, . . . ;

в) Fn =
n∑

r=0
Cr

nfn−rgr, n = 0, 1, . . . ;

г) Fn =

{
0, якщо n = 0;
fn−1, якщо n ≥ 1.

3. Якiй послiдовностi вiдповiдає генератриса
(

x
1−x

)n?
4. На колi взято 2n точок. Скiлькома способами можна сполучити попарно

цi точки n хордами, якi не перетинаються всерединi круга?
5. Скiлькома способами можна отримати суму 12 очок при довiльнiй кiль-

костi пiдкидань грального кубика?
6. Нехай An – число цiлих невiд’ємних розв’язкiв x1, x2, . . . , xr рiвняння

k1x1 + k2x2 + . . . krxr = n.

Знайти генератрису послiдовностi {An}.
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ЗАНЯТТЯ 11

Числа Фiбоначчi

Означення 11.1. Послiдовнiсть чисел Фiбоначчi Fn будується так:

F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2.

Приклад 11.2. Наведемо кiлька перших чисел послiдовностi Фiбоначчi:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 337

Теорема 11.3. Має мiсце рiвнiсть (формула Бiне):

Fn =
1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n

−
(
1−√

5

2

)n}
.

Приклад 11.4. Довести таку властивiсть чисел Фiбоначчi:

F3 + F6 + . . .+ F3n =
F3n+2 − 1

2
.

Розв’язок. Скористаємось методом математичної iндукцiї. Легко перевiрити,
що для n = 1 рiвнiсть виконується. Припустимо, що твердження виконується
при n = k. Покажемо, що воно виконується i при n = k + 1. Дiйсно,

F3 + F6 + . . .+ F3k + F3k+3 =
F3k+2 − 1

2
+ F3k+3 =

=
F3k+4 + F3k+3 − 1

2
=

F3(k+1)+2 − 1

2
.

Теорема 11.5. Фiбоначчiєва система числення. Будь-яке натуральне чи-
сло n має єдине зображення виду

n =
∞∑
i=0

aiFi, (11.1)

де Fi – числа Фiбоначчi, ai = 0 або 1 та aiai+1 = 0 для i ≥ 1.

Ця система числення нагадує двiйкову систему числення, за винятком то-
го, що в нiй нiколи не зустрiчаються двi одиницi пiдряд. Будь-яке натуральне
число n можна зобразити у виглядi набору нулiв i одиниць, поклавши

n = (amam−1 . . . a2)F ⇔ n =

m∑
i=2

aiFi.
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Подамо для прикладу зображення перших дев’яти чисел у системi числення
Фiбоначчi:

1 = (1)F ; 2 = (10)F ; 3 = (100)F ;
4 = (101)F ; 5 = (1000)F ; 6 = (1001)F ;
7 = (1010)F ; 8 = (10000)F ; 9 = (10001)F ;
10 = (10010)F .

Задачi для аудиторної роботи

1. Знайти генератрису послiдовностi {Fn} чисел Фiбоначчi.
2. Довести рiвностi:

а)
n∑

k=1

Fk = Fn+2 − 1;

б)
n∑

k=1

F2k−1 = F2n.

3. Довести, що
а) Fn+k = Fn−1Fk + FnFk+1;
б) для довiльних натуральних m i n = km число Fn дiлиться на Fm;
в) два сусiднiх члени послiдовностi Фiбоначчi взаємно простi.

4. Довести тотожнiсть Кассiнi:

F 2
n − Fn−1Fn+1 = (−1)n−1.

5. Знайти число таких пiдмножин множини Ω = {1, 2, ..., n}, якi не мiстять
жодних двох послiдовних чисел.

6. Знайти число розкладiв числа n на частини, якi бiльшi за 1.
7. Довести такий зв’язок мiж числами Фiбоначчi й бiномiальними коефi-

цiєнтами:
Fn = C0

n−1 + C1
n−2 + . . .+ Cp

n−p−1,

де p – найбiльше можливе число, p =
[
n−1
2

]
.

8. Довести рiвностi:
а) F 2

1 + F 2
2 + . . .+ F 2

n = FnFn+1;
б) F1F2 + F2F3 + . . .+ F2n−1F2n = F 2

2n.
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Додатковi задачi

1. Чи знайдеться серед перших 100 000 001 членiв послiдовностi Фiбоначчi
число, яке закiнчується чотирма нулями?

2. Довести теорему 11.5 про iснування i єдинiсть зображення (11.1) до-
вiльного натурального числа n.

3. Довести рiвностi:
а) nF1 + (n− 1)F2 + . . .+ 2Fn−1 + Fn = Fn+4 − (n+ 3);
б) F3n = F 3

n+1 + F 3
n − F 3

n−1.
4. Довести тотожнiсть Каталана:

F 2
n − Fn−rFn+r = (−1)n−rF 2

r .

5. Нерозв’язана проблема. Кiлькiсть простих чисел серед чисел Фiбо-
наччi скiнченна чи нескiнченна?

Задачi для самостiйної роботи

1. Знайдiть найбiльший спiльний дiльник 1000-го i 550-го членiв послi-
довностi Фiбоначчi.

2. Довести рiвностi для чисел Фiбоначчi:

а)
n∑

k=1

F2k = F2n+1 − 1;

б)
n∑

k=1

F 2
k = FnFn+1;

3. У послiдовностi Фiбоначчi вибрано 8 чисел, розташованих пiдряд. До-
ведiть, що їх сума не входить у цю послiдовнiсть.

4. (Золотий перерiз) Показати, що

lim
n→∞

Fn+1

Fn
=

1 +
√
5

2
.

5. Довести, що число Фiбоначчi Fm дiлиться на F 2
n тодi i лише тодi, коли

m кратне nFn.
6. Знайти число розкладiв числа n на частини, якi дорiвнюють 1 або 2.
7. Знайти число розкладiв числа n на непарнi доданки.
8. Довести тотожностi

а)
n∑

i=0

iFi = nFn+2 − Fn+3 + 2;

б) F2n = F 2
n+1 − F 2

n−1 = Fn(Fn+1 − Fn−1).
9. Показати, що

∞∑
k=0

Fk

10k+1
=

1

89
.
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ЗАНЯТТЯ 12

Числа Стiрлiнга

Означення 12.1. Розкладемо за степенями x спадаючий факторiальний мо-
мент (x)n = x(x− 1) . . . (x− n+ 1), (x)0 = 1:

(x)n =

n∑
k=0

s(n, k)xk. (12.1)

Числа s(n, k) у розкладi (12.1) називають числами Стiрлiнга першого роду.

Приклад 12.2. (x)1 = x. Тому s(1, 0) = 0, s(1, 1) = 1.

Приклад 12.3. (x)2 = x(x − 1) = −x + x2. Тому s(2, 0) = 0, s(2, 1) = −1,
s(2, 2) = 1.

Приклад 12.4. Складемо таблицю перших чисел Стiрлiнга першого роду.

n\k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 0 1
2 0 −1 1
3 0 2 −3 1
4 0 −6 11 −6 1
5 0 24 −50 35 −10 1
6 0 −120 274 −225 85 −15 1
7 0 720 −1764 1624 −735 175 −21 1
8 0 −5040 13068 −13132 6769 −1960 322 −28 1

Позначимо через Pn сукупнiсть усiх многочленiв, степiнь яких не пере-
вищує n. Pn – лiнiйний простiр вiдносно операцiї додавання i множення на
дiйснi числа. Неважко перевiрити, що система многочленiв з Pn

(x)0, (x)1, . . . , (x)n

лiнiйно незалежна i є базисом у Pn.

Означення 12.5. Представимо xn у виглядi лiнiйної комбiнацiї многочленiв
(x)0, . . . , (x)n :

xn =

n∑
k=0

S(n, k)(x)k. (12.2)

Числа S(n, k) у розкладi (12.2) називають числами Стiрлiнга другого роду.
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Приклад 12.6. Оскiльки x = (x)1. Тому S(1, 1) = 1, S(1, 0) = 0.

Приклад 12.7. x2 = x(x−1)+x = (x)2+(x)1. Тому S(2, 0) = 0, S(2, 1) = 1,
S(2, 2) = 1.

Означення 12.8. Нехай G – довiльна непорожня множина. Будемо говорити,
що на G задана бiнарна операцiя ∗, якщо будь-яким двом елементам x та y
iз G поставлено у вiдповiднiсть деякий третiй елемент z ∈ G: z = x ∗ y.
Означення 12.9. Будемо називати G групою вiдносно операцiї ∗, якщо ви-
конуються такi властивостi:

1. для будь-яких x, y, z iз G

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z);

2. в G iснує елемент e, який називають одиницею групи або нейтральним
елементом, такий, що

x ∗ e = e ∗ x = x

для всiх x ∈ G;
3. для кожного x ∈ G iснує такий елемент x′ ∈ G, що

x ∗ x′ = x′ ∗ x = e.

Елемент x′ називають оберненим до елемента x i позначають x−1.

Приклад 12.10. Нехай Z – множина цiлих чисел з операцiєю додавання.
Для неї виконуються властивостi 1-3, роль нейтрального елементу вiдiграє 0,
оберненим до числа m є −m.

Приклад 12.11. Множина M = {1,−1, i,−i} з операцiєю множення ком-
плексних чисел є групою. Таблицю, яка зображає результати всiх операцiй у
групi, називають таблицею Келi. Для групи M таблиця Келi така:

1 −1 i −i

1 1 −1 i −i
−1 −1 1 −i i
i i −i −1 1

−i −i i 1 −1

Нейтральний елемент e = 1. Оберненi елементи визначаються рiвностями:

(−1)−1 = −1, i−1 = −i, (−i)−1 = i.
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Розглянемо множину всiх бiєктивних перетворень множини X =
{1, 2, . . . , n} в себе. Цi перетворення називають пiдстановками степеня n.
Множина Sn всiх пiдстановок утворює групу вiдносно операцiї послiдовного
здiйснення перетворень.

Приклад 12.12. Якщо X = {1, 2, 3}, то група S3 складається з шести пiд-
становок:

e =

(
1 2 3
1 2 3

)
, π1 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, π2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
,

π3 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, π4 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, π5 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

Також

π2 · π3 =

(
1 2 3
3 2 1

)(
1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
= π4;

π3 · π2 =

(
1 2 3
1 3 2

)(
1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
= π5;

π−1
1 = π1;

(
1 2 3
2 1 3

)(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
= e.

Якщо розглядати пiдстановку π ∈ Sn множини X як бiєкцiю π : X → X,
то для кожного x ∈ X природно розглянути послiдовнiсть x, π(x), π2(x), . . ..
Зрештою (оскiльки π – бiєкцiя, а множина X вважається скiнченною),
ми знову отримаємо x. Таким чином, для деякого єдиного l ≥ 1 ма-
ємо, що πl(x) = x i елементи x, π(x), π2(x), . . . , πl−1(x) рiзнi. Назвемо
послiдовнiсть (x, π(x), π2(x), . . . , πl−1(x)) циклом π завдовжки l. Цикли
(x, π(x), π2(x), . . . , πl−1(x)) i (πi(x), πi+1(x), . . . , πl−1(x), x, . . . , πi−1(x)) вва-
жатимемо еквiвалентними.

Кожен елемент x ∈ X зустрiчається в єдиному циклi пiдстановки π, i π
можна розглядати як об’єднання неперетинних циклiв або, iнакше, як добуток
рiзних циклiв C1, . . . , Ck, записуючи у виглядi: π = C1C2 . . . Ck.

Приклад 12.13. Нехай π ∈ S7 визначена так:

π =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 2 7 1 3 6 5

)
.

Тодi π = (14)(2)(375)(6). Iнше можливе зображення π = (753)(14)(6)(2).
Визначимо стандартне зображення пiдстановки π, при цьому:
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(i) у кожному циклi пишуть першим його найбiльший елемент,

(ii) цикли записують в порядку зростання їх максимальних елементiв.

Отже, стандартна форма розглянутої вище пiдстановки π є (2)(41)(6)(753).

Теорема 12.14. Нехай c(n, k) – число пiдстановок π ∈ Sn, якi мають рiвно
k циклiв. Тодi

s(n, k) = (−1)n−kc(n, k).

Означення 12.15. Числа c(n, k) називають числами Стiрлiнга першого роду
без знаку.

Означення 12.16. Пiдстановку π ∈ Sn належить цикловому класу
{1α12α2 . . . nαn}, якщо вона мiстить α1 циклiв завдовжки 1, α2 циклiв зав-
довжки 2, . . ., αn циклiв завдовжки n, 1 · α1 + 2 · α2 + . . .+ n · αn = n.

Приклад 12.17. Число пiдстановок у цикловому класi {1α12α2 . . . nαn} до-
рiвнює

C(α1, α2, . . . , αn) =
n!

1α12α2 . . . nαnα1!α2! . . . αn!
.

Доведення. Розглянемо розклад пiдстановки π ∈ Sn з циклового класу
{1α12α2 . . . nαn} у виглядi добутку неперетинних циклiв

π = (x1)(x2) . . . (xα1
)(y1z1)(y2z2) . . . (yα2

zα2
) . . .

Шляхом усiх можливих перестановок при збереженнi дужок можна отрима-
ти будь-яку iншу пiдстановку з цього класу. Перестановки, якi здiйснюють
циклiчнi зсуви елементiв всерединi дужок, i перестановки, якi переводять
повнiстю елементи з однiєї дужки в iншу дужку з такою ж кiлькiстю еле-
ментiв, очевидно, не дають нових пiдстановок. Число таких пiдстановок до-
рiвнює 1α12α2 . . . nαnα1!α2! . . . αn!. Помноживши цю величину на кiлькiсть
рiзних пiдстановок у цикловому класi {1α12α2 . . . nαn}, отримаємо число всiх
перестановок, тобто

C(α1, α2, . . . , αn)1
α12α2 . . . nαnα1!α2! . . . αn! = n!.

Задачi для аудиторної роботи

1. Використовуючи означення чисел Стiрлiнга першого роду, довести, що
а) s(n, 0) = 0, n ≥ 1;
б) s(n, n) = 1;
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в) s(n, 1) = (n− 1)!;
г) s(n, n− 1) = C2

n.
2. Встановити рекурентне спiввiдношення для чисел Стiрлiнга першого

роду:

s(n+ 1, k) = s(n, k − 1)− ns(n, k), 1 ≤ k ≤ n.

3. Використовуючи означення чисел Стiрлiнга другого роду, встановити,
що

а) S(3, 1) = 1, S(3, 2) = 3, S(3, 3) = 1;
б) S(n, n) = 1, S(n, k) = 0,
в) S(n, k) = 0, k > n.

4. Використовуючи означення чисел Стiрлiнга другого роду, встановити
рекурентне спiввiдношення

S(n+ 1, k) = S(n, k − 1) + kS(n, k), 1 ≤ k ≤ n. (12.3)

5. Використовуючи означення та рекурентне спiввiдношення, скласти та-
блицю перших чисел Стiрлiнга другого роду.

6. Властивiсть ортогональностi чисел Стiрлiнга. Довести, що

n∑
k=j

s(n, k)S(k, j) = δjn,

де δjn – символ Кронекера:

δjn =

{
1, n = j;
0, n �= j.

7. Довести, що мають мiсце взаємно оберненi спiввiдношення

an =

n∑
k=0

s(n, k)bk ⇔ bn =

n∑
k=0

S(n, k)ak.

8. Показати, що для рiвностороннього трикутника множина r, s, t обер-
тань за годинниковою стрiлкою на 0o, 120o, 240o вiдносно центра i множина
f , g, h симетричних вiдображень вiдносно осей утворюють групу.

9. Записати пiдстановки з групи S6 у виглядi розкладу на добуток непе-
ретинних циклiв, використовуючи стандартне зображення.

а) π1 =

(
1 2 3 4 5 6
4 2 1 3 6 5

)
;

б) π2 =

(
1 2 3 4 5 6
1 3 2 5 4 6

)
;
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в) π3 =

(
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1

)
.

10. Нехай c(n, k) – число пiдстановок π ∈ Sn, якi мають k циклiв. Пока-
зати, що для c(n, k) має мiсце така рекурентна формула:

c(n+ 1, k) = nc(n, k) + c(n, k − 1), n ≥ 0, k ≥ 1,

з початковими умовами c(n, k) = 0 при n ≤ 0 чи k ≤ 0, за виключенням
c(0, 0) = 1.

11. Довести рiвнiсть

c(n, k) =
∑

1 · α1 + 2 · α2 + . . .+ n · αn = n,
α1 + α2 + . . .+ αn = k,

αi ≥ 0, i = 1, n

n!

1α12α2 . . . nαnα1!α2! . . . αn!
.

Додатковi задачi

1. Довести, що число послiдовностей цiлих чисел (a1, . . . , an) таких, що
0 ≤ ai ≤ n− i, i рiвно k значень ai рiвнi 0, становить c(n, k).

2. Показати, що число способiв розмiщення n рiзних предметiв в m рiзних
коробках, при умовi, що p коробок були зайнятi, а m− p порожнi, дорiвнює

μp(n,m) = m(m− 1) . . . (m− p+ 1)S(n, p).

3. Дати комбiнаторну iнтерпретацiю тотожностi

mn =

m∑
p=1

(m)pS(n, p),

де m – цiле додатне число.
4. Знайти експоненцiйну генератрису послiдовностi {pn(k)}, де pn(k) –

кiлькiсть n-перестановок з повтореннями iз k елементiв, у яких кожен елемент
з’являється хоча б один раз. Знайти pn(k).

Довести, що

S(n, k) =
pn(k)

k!
.

5. Довести, що число, яке дорiвнює добутку n рiзних простих множникiв,
можна зобразити у виглядi добуткуm множникiв S(n,m) рiзними способами.

6. Довести тотожнiсть

S(n+ 1, k) =

n∑
i=0

Ci
nS(i, k − 1).
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7. Нехай D =
d
dx

– оператор диференцiювання, f(x) – n раз диференцi-
йовна функцiя. Довести, що

(xD)nf(x) =

n∑
k=0

S(n, k)xkDkf(x).

Задачi для самостiйної роботи

1. Назвемо многочленом Стiрлiнга полiном:

Pn(y) =

n∑
k=0

S(n, k)yk, P0(y) = 1.

Показати, що

Pn(y) = y

(
dPn−1(y)

dy
+ Pn−1(y)

)
.

2. Довести, що для чисел Стiрлiнга 1-го роду i многочленiв Стiрлiнга
виконуються спiввiдношення:

n∑
k=0

s(n, k)Pk(x) = xn, n ≥ 0.

3. Розглянемо такi генератриси: S0(z) = 1 i

Sk(z) =

∞∑
n=0

S(n+ k, k)zn.

Довести рекурентнi спiввiдношення

(1− kz)Sk(z) = Sk−1(z),

(1− z)(1− 2z) . . . (1− kz)Sk(z) = 1.

4. Показати, що для експоненцiйної генератриси

yk(t) =

∞∑
n=0

s(n, k)
tn

n!
, k = 1, 2, . . . , (y0(t) = 1)

виконується рекурентне спiввiдношення

(1 + t)
dyk(t)
dt

= yk−1(t), k = 1, 2, . . . .
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Довести, що

yk(t) =
[ln(1 + t)]k

k!
.

5. Довести, що генератриса

s(t, x) =
∞∑

n=0

n∑
k=0

s(n, k)xk t
n

n!

дорiвнює (1 + t)x.
6. Показати, що для всiх натуральних чисел k1, k2, d справедлива рiвнiсть

Ck1

k1+k2
s(d+ k1 + k2, k1 + k2) =

∑
d1+d2=d

Ck1+d1

d+k1+k2
s(d1 + k1, k1)s(d2 + k2, k2).

7. Довести, що

s(n, k + 1) =
1

k + 1

n∑
j=k

(−1)n−j(n− j)!Cj
n+1s(j, k).

8. Довести, що
n∑

k=0

c(n, k)xk = [x]k,

де [x]k – зростаючий факторiальний момент, [x]k = x(x+ 1) . . . (x+ k − 1).
9. Використовуючи результат попередньої задачi, показати, що

c(n, k) = (−1)n+ks(n, k).
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ЗАНЯТТЯ 13

Числа Бела

Розглянемо множину X, яка мiстить n ≥ 1 елементiв. Позначимо через
Tn,k число розбиттiв цiєї множини на k непорожнiх пiдмножин.

Приклад 13.1. Нехай X = {1, 2, 3}. Тодi T3,1 = 1, бо є лише одне розбиття
на одну множину – сама множина. Розбиттiв на двi множини є три:

X = {1, 2} ∪ {3}, X = {1, 3} ∪ {2}, X = {2, 3} ∪ {1},
тому T3,2 = 3. Є одне розбиття на три множини: X = {1} ∪ {2} ∪ {3}, тому
T3,3 = 1.

Теорема 13.2. Має мiсце рекурентне спiввiдношення

Tn,k = Tn−1,k−1 + kTn−1,k.

З теореми 13.2 як наслiдок випливає таке твердження.

Теорема 13.3. Число Стiрлiнга другого роду S(n, k) – це число розбиттiв
множини, що мiстить n елементiв, на k множин.

Означення 13.4. Нехай Bn – число рiзних способiв розбиття множини, яка
мiстить n ≥ 1 елементiв. Цi числа називають числами Бела.

Приклад 13.5. З теореми 13.3 випливає така властивiсть чисел Бела:

Bn =

n∑
k=0

S(n, k).

Приклад 13.6. Для чисел Бела виконується таке спiввiдношення:

Bn+j =

n∑
k=1

Pj(k)S(n, k),

де Pj(x) =
j∑

r=0
Bj−rC

r
j x

r – многочлен степеня j.

Доведення. Доведення проведемо за iндукцiєю з базовим (тривiальним) ви-
падком j = 0.

Крок iндукцiї:

Bn+j+1 =
n+1∑
k=1

Pj(k)S(n+ 1, k) =
n+1∑
k=1

j∑
r=0

Bj−rC
r
j k

rS(n+ 1, k).
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Скористаємось рекурентним спiввiдношенням (12.3) для чисел Стiрлiнга дру-
гого роду S(n+ 1, k) та тим, що S(n, 0) = S(n, n+ 1) = 0. Маємо:

Bn+j+1 =

n+1∑
k=1

j∑
r=0

Bj−rC
r
j k

r(S(n, k − 1) + kS(n, k)) =

=

n+1∑
k=2

j∑
r=0

Bj−rC
r
j k

rS(n, k − 1) +

n∑
k=1

j∑
r=0

Bj−rC
r
j k

r+1S(n, k) =

=
n∑

k=1

j∑
r=0

Bj−rC
r
j (k + 1)rS(n, k) +

n∑
k=1

j∑
r=0

Bj−rC
r
j k

r+1S(n, k).

Застосувавши формулу бiнома Ньютона для (k + 1)r у першiй iз сум, запи-
шемо коефiцiєнт при klS(n, k). Вiн дорiвнює

Bj−rC
r
j

j∑
r=l

Cl
r +Bj−(l−1)C

l−1
j =

j∑
r=l

Bj−rC
l
jC

r−l
j−l +Bj−l+1C

l−1
j .

Замiнимо змiнну d = j − r у першiй сумi i застосуємо рiвнiсть (13.1):(
j−l∑
d=0

BdC
j−l−d
j−l

)
Cl

j +Bj−l+1C
l−1
j =

= Bj−l+1C
l
j +Bj−l+1C

l−1
j = Bj−l+1C

l
j+1.

Таким чином, маємо

Bn+j+1 =

n∑
k=1

j+1∑
r=0

Bj+1−rC
r
j+1k

rS(n, k) =

n∑
k=1

Pj+1(k)S(n, k).

Задачi для аудиторної роботи

1. Довести, що:
а) �(x)n = n(x)n−1;
б) �k(x)n = (n)k(x)n−k при k ≤ n;
в) �k(x)n = 0 при k > n.

2. Використовуючи рiвнiсть (5.5) i результати попередньої задачi, встано-
вити, що

S(n, k) =
Δk0n

k!
=

1

k!

k∑
j=0

(−1)jCj
k(k − j)n,
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де запис Δk0n означає вираз Δkxn при пiдстановцi x = 0.
3. Довести, що має мiсце тотожнiсть

S(n, k) =
1

k!

∑ n!

r1!r2! . . . rk!
,

де сума розглядається по всiх цiлих додатних r1, . . . , rk таких, що

r1 + . . .+ rk = n.

4. Перевiрити, що

S(n, n− 2) =
n−2∑
i=1

(n− i− 1)C2
n−i, n ≥ 3.

5. Нехай Tn,k – число розбиттiв множини, яка мiстить n елементiв, на k
множин. Довести, що:

а) Tn,n = 1, Tn,n−1 = C2
n, Tn,2 = 2n−1 − 1;

б) Tn,k = Tn−1,k−1 + kTn−1,k;
в) Tn,k = S(n, k).

6. Нехай також B0 = 1. Довести, що для чисел Бела виконується реку-
рентне спiввiдношення

Bn+1 = C0
nB0 + C1

nB1 + . . .+ Cn
nBn, n ≥ 0. (13.1)

7. Використовуючи рiвнiсть Δ(etx) = etx(et − 1), довести, що експонен-
цiйна генератриса S(n, k) при фiксованому k має вигляд

∞∑
n=0

S(n, k)
tn

n!
=

(et − 1)k

k!
.

8. Нехай B(t) – експоненцiйна генератриса чисел Бела. Довести, що

B(t) = ee
t−1.

Додатковi задачi

1. Довести, що число способiв розмiщення n рiзних предметiв по m одна-
кових коробках, при умовi, що жодна iз них не залишиться порожньою, ви-
значається числом Стiрлiнга 2-го роду S(n,m), а при вiдсутностi цього обме-
ження – числом Бела Bn.
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2. Нехай q0 = 1 i для n ≥ 1

qn =

n∑
k=0

(−1)k−1Ck
nTkTn−k.

Нехай Q(t) – експоненцiйна генератриса послiдовностi {qn}. Показати, що
Q(t) = ee

t+e−t−2.

3. Довести конгруентнiсть Тучарда: для всiх n,m ∈ N i простого p має
мiсце рiвнiсть

Bn+pm ≡ mBn +Bn+1 mod p.

Задачi для самостiйної роботи

1. Довести, що числа Бела можна подати у виглядi

Tn =
∑

k1,k2,...,kn

n!
n∏

j=1

kj !(j!)kj

,

де сума розглядається по всiх розбиттях числа n таких, що

k1 + 2k2 + . . .+ nkn = n.

2. Показати, що
n∑

k=0

s(n, k)Tk = 1, n = 0, 1, 2, . . . .

3. Перевiрити, що:
n∑

k=0

S(n, k) = Bn, n ≥ 0.

4. Довести формулу Добiнського:

Bn =
1

e

∞∑
i=0

in

i!
.

5. Довести, що коли p – просте число, то

Bn+pm ≡
n∑

k=1

(Bpm + k)S(n, k) mod p.
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ЗАНЯТТЯ 14

Числа Бернулi та многочлени Бернулi

Означення 14.1. Многочленами Апеля, породженими послiдовнiстю
{an, n ≥ 0}, називають послiдовнiсть многочленiв

An(x) =
n∑

k=0

Ck
nakx

n−k.

Приклад 14.2. Нехай an = 1 для всiх n. Тодi

An(x) =
n∑

k=0

Ck
nx

n−k = (1 + x)n.

Означення 14.3. Послiдовнiсть Bn чисел Бернулi – це послiдовнiсть, експо-
ненцiйна генератриса якої дорiвнює

t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
.

Означення 14.4. Послiдовнiсть многочленiв Апеля, породжена послiдовнi-
стю чисел Бернуллi {Bn}, називають послiдовнiстю многочленiв Бернуллi.
Таким чином, многочлен Бернуллi степеня n має вигляд

Bn(x) =

n∑
k=0

Ck
nBkx

n−k.

Теорема 14.5. Нехай ϕ(x) функцiя, яка має 2l неперервних похiдних. При
n > m має мiсце формула Ойлера-Маклорена:

n−1∑
k=m

ϕ(k) =

∫ n

m

ϕ(x)dx− 1

2
[ϕ(n)− ϕ(m)]+

+

l−1∑
r=1

B2r

(2r)!
[ϕ(2r−1)(n)− ϕ(2r−1)(m)] +

+ϕ(2l)(m+ θ(n−m))(n−m)
B2l

(2l)!
,

де 0 < θ < 1.
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Задачi для аудиторної роботи

1. Експоненцiйна генeратриса послiдовностi многочленiв Бернуллi
{Bn(x)} дорiвнює

F (x, t) =

∞∑
n=0

Bn(x)

n!
tn.

Довести, що

а) F (x, t) =
t

et − 1
etx;

б) при n ≥ 2
Bn(1) = Bn(0) = Bn.

2. Встановити, що при n ≥ 2 має мiсце рекурентне спiввiдношення

Bn =
n∑

k=0

Ck
nBk.

3. Довести, що

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bn 1 −1

2

1

6
0 − 1

30
0

1

42
0 − 1

30
0

5

66

4. Довести, що

B1(x) = x− 1

2
;

B2(x) = x2 − x+
1

6
;

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x.

5. Довести, що

�Bn(x) = nxn−1 (n = 0, 1, 2, . . .).

6. Довести, що:

а)
n∑

j=1

jl =
Bl+1(n+ 1)−Bl+1

l + 1
;

б)
n∑

j=1

j =
n(n+ 1)

2
;
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в)
n∑

j=1

j2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

г)
n∑

j=1

j3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

.

7. Довести, що

Bn =
n∑

k=0

(−1)k

k + 1
�k0n.

8. Нехай
cth(t) =

et + e−t

et − e−t
.

Перевiрити, що

t cth(t)− t =
2t

e2t − 1
=

∞∑
n=0

Bn
(2t)n

n!
.

Одержати звiдси розклад

cth(t) =
1

t
+

∞∑
k=1

B2k
22k

(2k)!
t2k−1.

Використовуючи формулу Ойлера

ctg(t) = i
eit + e−it

eit − e−it
= i cth(it),

встановити, що

ctg(t) =
1

t
+

∞∑
k=1

B2k
(−1)k22k

(2k)!
t2k−1.

Додатковi задачi

1. Нехай s > 1 i

ζ(s) =

∞∑
k=1

1

ks
.

Довести, що ζ(2s) (s – натуральне число) дорiвнює

ζ(2s) =
22s−1π2s(−1)s−1B2s

(2s)!

(зокрема ζ(2) =
∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
).
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2. Довести, що при α > −1 :

n∑
k=1

kα =
nα+1

n+ 1

(
1 +O

(
1

n1+α

))
.

Задачi для самостiйної роботи

1. Нехай
th(t) =

et − e−t

et + e−t
.

Довести тотожнiсть:
th(t) = 2cth(2t)− cth(t)

i встановити, що

th(t) =
∞∑
k=1

B2k
(22k − 1)22k

(2k)!
t2k−1.

Довести, що:

tg(t) =
∞∑
k=1

B2k
(22k − 1)22k(−1)k−1

(2k)!
t2k−1.

2. Нехай
csch(t) =

2

et − e−t
.

Довести, що

csch(t) = −cth(t) + cth
(
t

2

)
,

i встановити, що

csch(t) =
1

t
+

∞∑
k=1

B2k
2− 22k

(2k)!
t2k−1.

3. Нехай

Hn =

n∑
k=1

1

k
.

Використовуючи формулу Ойлера-Маклорена, довести, що iснує границя

lim
n→∞(Hn − lnn) = C

(число C називають сталою Ойлера; C = 0, 577 215 7 . . . ).
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4. Довести, що:

n+B2n =

n∑
k=0

B2kC
2k
2n.

5. Нехай An(x) – це послiдовнiсть многочленiв Апеля, породжена послi-
довнiстю {an}.

а) Довести, що

A′
n(x) = nAn−1(x) (n = 1, 2, . . .).

б) Довести, що якщо

F (t) =

∞∑
n=0

an
n!

tn, F (t, x) =

∞∑
n=0

An(x)

n!
tn,

то
F (t, x) = etxF (t).
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ЗАНЯТТЯ 15

Основнi поняття теорiї графiв

Нехай X = {x1, x2, . . . , xn} – деяка скiнченна множина (множина вер-
шин), M2 – множина всiх невпорядкованих пар елементiв iз X, M2 =
{(xi, xj) : xi ∈ X, xj ∈ X, i < j}.
Означення 15.1. Граф Γ(X,W ) – геометрична конфiгурацiя, яка складає-
ться з множини вершин X i множини ребер W ⊂ M2. Вершини xi та xj

графа називають iнцидентними (сумiжними), якщо ребро (xi, xj) ∈ W .

Приклад 15.2. Нехай X = {1, 2, 3}. Побудуємо всi графи з множиною вер-
шин X. Тодi M2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}. Маємо 8 графiв:

• •

•

1 2

3

• •

•

1 2

3

••

•

21

3

1) W = {(2, 3)} 2) W = {(1, 2)} 3) W = {(1, 3)}

• •

•

1 2

3

• •

•

1 2

3

••

•

21

3

4) W = {(1, 2); (2, 3)} 5) W = {(1, 2); (1, 3)} 6) W = {(2, 3); (2, 3)}

• •

•

1 2

3

••

•

21

3

7) W = ∅ 8) W = M2 = {(1, 2); (1, 3); (2, 3)}

Означення 15.3. Степенем d(xi) вершини графа Γ називають число вершин
xj , iнцидентних вершинi xi.

Приклад 15.4. На наступному рисунку вказано степенi вершин графа.

• •

••
••

3 2

23
31
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Означення 15.5. Якщо d(xi) = 1, то вершину xi називають кiнцевою верши-
ною графа Γ, якщо d(xi) = 0, то вершину xi називають iзольованою. У разi,
коли всi вершини мають однаковий степiнь, граф називають регулярним.

Нехай aij =

{
1, (xi, xj) ∈ W,
0, (xi, xj) �∈ W.

Означення 15.6. Матрицю A = (aij) називають матрицею iнцидентностi
(сумiжностi) графа Γ(X,W ).

Приклад 15.7. Запишемо матрицю iнцидентностi графа Γ(X,W ), зображе-
ного на рисунку:

• •

•

1 2

345• •

X = {1, 2, 3}, W = {(1, 2); (1, 3)}

Вiдповiдь:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0 1
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Означення 15.8. Послiдовнiсть вершин i ребер xi1 , (xi1 , xi2), xi2 , (xi2 , xi3),
xi3 , . . . , (xin−2

, xin−1
), xin−1

, (xin−1
, xin), xin , у якiй сусiднi ребра iнцидентнi

однiй i тiй же вершинi, називають маршрутом. Вказаний маршрут з’єднує
вершини xi1 та xin , i його можна позначати xi1 , xi2 , . . . , xin−1

, xin (наявнiсть
ребер припускається).

Маршрут графа називають ланцюгом, якщо всi його ребра рiзнi, i про-
стим ланцюгом, якщо всi його вершини рiзнi. Замкнений ланцюг називають
циклом. Замкнений маршрут називають простим циклом, якщо всi його n
вершин рiзнi i n ≥ 3.

Означення 15.9. Вiдстанню d(u, v) мiж двома вершинами u i v графа Γ
називають довжину найкоротшого простого ланцюга, який їх з’єднує. Якщо
u i v не з’єднанi, покладемо d(u, v) = ∞. Найкоротший простий u . . . v-ланцюг
також називають геодезичним.

Означення 15.10. Дiаметром d(Γ) зв’язного графа Γ називають довжину
найдовшого геодезичного ланцюга в ньому:

d(Γ) = max
u,v∈Γ

d(u, v).
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Вершина є центральною в Γ, якщо вiдстань вiд неї до будь-якої iншої вершини
є найменшою. Ця вiдстань є радiусом Γ i позначається, як r(Γ):

r(Γ) = min
u∈Γ

max
v∈Γ

d(u, v).

Приклад 15.11. Розглянемо граф Γ на рисунку нижче:

• •

•

•

•

v2v1 v3

v5v4

На ньому v1, v2, v5, v2, v3 – маршрут, який не є ланцюгом, а v1, v2, v5, v4, v2, v3
– ланцюг, але не простий ланцюг, v1, v2, v5, v4 – простий ланцюг, v2, v4, v5, v2
– простий цикл.

Дiаметр графа d(Γ) = 2, центральною у ньому є вершина v2, вiдстань вiд
якої до будь-якої iншої вершини графа Γ дорiвнює r(Γ) = 1.

Означення 15.12. Два графи G i H iзоморфнi (позначається G � H), якщо
мiж їх множинами вершин iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть, яка збе-
рiгає сумiжнiсть.

Приклад 15.13. Показати, що графи Γ1 та Γ1 iзоморфнi:

1 2

6

3 4
5

• •

•

• •

•

Γ1

1 5

62

3

4

• •

••

•

•

Γ2

Розв’язок. Досить просто побудувати бiєктивне вiдображення мiж множина-
ми вершин графiв Γ1 i Γ2, яке зберiгає сумiжнiсть:(

1 2 3 4 5 6
1 5 2 4 3 6

)
.

Дiйсно, вершина 1 графа Γ1 сумiжна з вершинами 2, 3 i 6, а її образ –
вершина 1 графа Γ2 теж сумiжна з вiдповiдними образами – вершинами 5,
2 i 6. Перевiряючи послiдовно так вершини далi, отримуємо, що Γ1 � Γ2.
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Означення 15.14. Кажуть, що граф Γ(X ′,W ′) є пiдграфом графа Γ(X,W ),
якщо X ′ ⊂ X, W ′ ⊂ W . Якщо X ′ = X, то пiдграф Γ(X ′,W ′) називають
остовним пiдграфом.

Означення 15.15. Граф Γ(X,W ) називають зв’язним, якщо будь-якi двi
вершини xi ∈ X та xj ∈ X можна сполучити ланцюгом.

Означення 15.16. Граф Γ(X,W ) є сумою графiв Γ(X1,W1), . . . ,Γ(Xk,Wk),
якщо

X =

k⋃
i=1

Xi, W =

k⋃
i=1

Wi.

Цю суму називають прямою, якщо Xi ∩Xj = ∅, i �= j. Такi графи називають
компонентами зв’язностi.

Приклад 15.17. Знайти компоненти зв’язностi графа, зображеного на ри-
сунку:

• •

•

1 2

748

3 5

6 9• •

•

•

•

•

Вiдповiдь. Граф складається з трьох компонент зв’язностi:

X1 = {1, 2, 7, 8}, X2 = {4}, X3 = {3, 5, 6, 9}.

Означення 15.18. Декартовим добутком графiв G(X,V ) i H(Y, U) назива-
ють граф G × H, вершинами якого є пари вигляду (x, y), x ∈ X, y ∈ Y , i
в якому вершини (x1, y1) та (x2, y2) сумiжнi тодi i лише тодi, коли сумiжна
хоча б одна з пар x1, x2 (у графi G) чи y1, y2 (у графi H).
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Задачi для аудиторної роботи

1. Чому дорiвнює число ребер повного графа з n вершинами?
2. Знайти число всiх рiзних графiв з n вершинами.
3. Довести, що сума степенiв вершин графа завжди парна.
4. Нехай Γn – граф з множиною вершин {x1, . . . , xn}, в якому вершини

xi та xj є сумiжними, лише якщо числа i та j взаємно простi. Побудувати
графи Γ4 i Γ6 та знайти їхнi матрицi сумiжностi. Показати, що якщо m < n,
то Γm ⊂ Γn.

5. Для кожної з пари графiв з’ясувати, чи вони iзоморфнi. Вказати iзо-
морфне вiдображення або довести, що його не iснує.

•
•

•
•

•

•

•
•

•
•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
• •

•

•
• •

•

•

•

••• •

•

•

• •

•

•
а) б) в)

6. Довести, що у графi з не менш, нiж двома вершинами, знайдуться двi
вершини однакового степеня.

7. (Лема про рукостискання) Нехай задано граф Γ(X,W ) з множиною
вершин X = {x1, x2, . . . , xn}. Довести, що

n∑
i=1

d(xi) = 2|W |.

8. Нехай граф Γ(X,W ) складається з n вершин, m ребер i k компонент
зв’язностi. Довести нерiвнiсть

n− k ≤ m ≤ C2
n−k+1.

9. Нехай у графi Γ степiнь кожної вершини не менше r, де r ≥ 2. Довести,
що у Γ iснує цикл завдовжки принаймнi r + 1.

10. Показати, що у зв’язному графi будь-якi два найдовшi простi ланцюги
мають спiльну вершину.
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11. Довести, що для довiльного графа Γ має мiсце таке спiввiдношення
мiж його радiусом i дiаметром:

r(Γ) ≤ d(Γ) ≤ 2r(Γ).

12. Нехай у графi серед довiльних чотирьох вершин знайдеться вершина,
сумiжна з трьома iншими. Довести, що радiус графа дорiвнює одиницi.

13. Нехай Γ(X,W ) – незв’язний граф. Довести, що граф Γ(X,W ) є зв’я-
зним, де W – це доповнення до множини W .

Додатковi задачi

1. Нехай δ(Γ) = min{d(v) : v ∈ Γ} – мiнiмальний степiнь графа Γ. По-
казати, що кожен граф Γ мiстить ланцюг завдовжки δ(Γ) i цикл завдовжки
δ(Γ) + 1 (за умови, що δ(Γ) ≥ 2).

2. Довести, що для довiльного графа Γ, який мiстить цикл, справедливе
спiввiдношення:

g(Γ) ≤ 2d(Γ) + 1,

де g(Γ) – обхват графа – довжина найкоротшого простого циклу графа Γ
(якщо вiн є).

3. Показати, що граф радiуса не бiльше за k i максимальним степенем,
який не перевищує d, має не бiльше за 1 + kdk вершин.

4. Нехай граф Γ мiстить цикл C, i припустимо, що Γ мiстить шлях зав-
довжки не менше k мiж двома вершинами з C. Показати, що Γ мiстить цикл
завдовжки не менш, нiж

√
k.

5. Нехай Γ – граф iз множиною вершин {v1, . . . , vn} i матрицею сумiжностi
A. Показати, що число маршрутiв довжини k з vi в vj дорiвнює (i, j)-ому
елементу матрицi Ak. Показати також, що якщо Γ – простий граф, то число

трикутникiв (циклiв завдовжки 3) в Γ дорiвнює
trA3

6
, де trA =

n∑
i=1

aii – слiд

матрицi A. Чи правда, що число циклiв завдовжки 4 дорiвнює
trA4

8
?

6. (Екстремальна теорема Турана) Нехай Γ – граф з 2n вершинами,
який не мiстить трикутникiв. Довести, що в Γ не бiльше n2 ребер, i навести
приклад, коли ця межа досягається.

7. Найменший граф, у якому кожне ребро належить принаймнi двом три-
кутникам i жодне ребро не належить повному графу з 4 вершинами, має 8
вершин 19 ребер. Побудувати його.
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Задачi для самостiйної роботи

1. Довести, що у довiльному графi кiлькiсть вершин непарного степеня
парна.

2. (Задача Рамсея) Довести, що серед будь-яких шести осiб знайдуться
або троє попарно знайомих, або троє попарно не знайомих.

3. Побудувати всi (з точнiстю до iзоморфiзму) графи з чотирьох вершин,
записати їхнi компоненти зв’язностi.

4. Довести, що замкнений ланцюг непарної довжини мiстить цикл.
5. Для кожної з пари графiв з’ясувати, чи вони iзоморфнi. Вказати iзо-

морфне вiдображення або довести, що його не iснує.

••
•
• • •

•

••
•
• • •

•

• •
•••

• •

•
•

•

• •
•••

• •

•
•

•

а) б)

6. Кожен граф є прямою сумою зв’язних графiв. Довести це.
7. Яку мiнiмальну кiлькiсть ребер повинен мати граф з n вершинами, щоб

гарантовано бути зв’язним?
8. Довести або заперечити:

а) об’єднання довiльних двох рiзних ланцюгiв, якi з’єднують двi вер-
шини, мiстить простий цикл;

б) об’єднання довiльних двох рiзних простих ланцюгiв, якi з’єднують
двi вершини, мiстить простий цикл.

9. Показати, що d(G×H) ≤ d(G) + d(H).
10. Чи правда, що d(G×H) ≤ max{d(G), d(H)}?
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ЗАНЯТТЯ 16

Ойлеровi та гамiльтоновi графи

Приклад 16.1. Мiсто Кенiгзберг розташоване на берегах рiчки Прегель i
двох островах. Рiзнi частини мiста сполученi сiмома мостами. Ойлер поставив
питання: чи можна здiйснити прогулянку, вийшовши з дому i повернувшись
до нього, таку, щоб по кожному мосту пройти рiвно один раз?

Данiй схемi вiдповiдає наступний мультиграф, вершинами якого є чотири
частини мiста A, B, C i D, а ребрами – сiм мостiв:

A D

B

C

• •

•

•

Легко бачити, що таку прогулянку здiйснити не можливо.

Означення 16.2. Зв’язний граф називають ойлеровим графом, якщо iснує
замкнений ланцюг, який проходить через кожне ребро. Такий ланцюг нази-
вають ойлеровим ланцюгом або ойлеровим циклом.

Означення 16.3. Граф називають напiвойлеровим, якщо iснує ланцюг, який
проходить через кожне його ребро рiвно один раз.

Означення 16.4. Зв’язний граф називають гамiльтоновим графом, якщо
iснує замкнений ланцюг, який проходить через кожну вершину рiвно один
раз. Такий ланцюг називають гамiльтоновим ланцюгом або гамiльтоновим
циклом.

Означення 16.5. Зв’язний граф називають напiвгамiльтоновим, якщо iснує
ланцюг, який проходить через кожну вершину рiвно один раз.
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Приклад 16.6. Якi з наступних графiв є ойлеровими? Гамiльтоновими?

• •

• •

••

•

• •

••

••

• •

а) б) в)

Вiдповiдь. Граф на рисунку а) є гамiльтоновим i напiвойлеровим, на рисунку
б) – напiвойлеровим i напiвгамiльтоновим, на в) – i ойлеровим, i гамiльтоно-
вим.

Приклад 16.7. Довести, що повний граф з n вершинами є гамiльтоновим,
n ≥ 3.
Розв’язок. Дiйсно, у повному графi завжди можна видiлити ланцюг, який по
черзi буде сполучати мiж собою всi його n вершин. З’єднавши мiж собою
першу i останню вершини ланцюга, отримаємо гамiльтоновий цикл.

Задачi для аудиторної роботи

1. Якi з наступних графiв є ойлеровими? Напiвойлеровими?

• •

• •

••

••

• •

••

•

••

• •

•

а) б) в)

2. Довести, що якщо степiнь кожної вершини графа не менше двох, то вiн
мiстить цикл.

3. Показати, що для зв’язного графа Γ(X,W ) наступнi твердження еквi-
валентнi:

а) Γ(X,W ) — ойлерiв граф;
б) кожна вершина графа Γ(X,W ) має парний степiнь;
в) множину ребер графа Γ(X,W ) можна розбити на простi цикли.

4. Довести, що зв’язний граф є напiвойлеровим тодi i тiльки тодi, коли в
ньому не бiльше двох вершин непарного степеня.

5. Якi з наступних графiв є ойлеровими або гамiльтоновими?
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•

•

•

•

••

• •

• •

••

••

• •

• •

••

•
•

•
•

•

•

•

••

•
а) б)

в) г)

6. Для яких n ≥ 3 повний граф з n вершинами є ойлеровим?
7. Показати, що довiльний граф iз n вершинами, який має не менше

C2
n−1 + 2 ребер, має гамiльтоновий цикл.
8. Довести, що якщо в неорiєнтованому графi Γ степенi будь-якої пари

несумiжних вершин xi та xj задовольняють умову

d(xi) + d(xj) ≥ n,

то граф Γ має гамiльтонiв цикл.
9. Нехай Γ — гратчастий граф, утворений p горизонтальними i q верти-

кальними лiнiями, де кожна точка перетину є вершиною графа. При яких p i
q граф Γ має гамiльтонiв цикл?

Додатковi задачi

1. Нехай A — матриця сумiжностi регулярного графа степеня k. Довести,
що k — це власне число матрицi A. Знайти вiдповiдний йому власний вектор.

2. Нехай неорiєнтований граф Γ задовольняє умовам:
а) для кожного натурального числа k < n−1

2 число вершин зi степенем,
який не перевищує k, менше, нiж k;

б) якщо число вершин зi степенем, який не перевищує n−1
2 , менше або

дорiвнює n−1
2 .

Тодi граф Γ є гамiльтоновим. (Зауважимо, що граф, який складається з
одного гамiльтонового цикла, не задовольняє вищенаведеним умовам, тобто
цi умови є достатнiми, але не необхiдними.)

3. Чи може а) кiнь; б) король; в) тура побувати на кожнiй клiтинцi шахо-
вої дошки 8 × 8 рiвно один раз i останнiм кроком повернутися в початкову
позицiю? Розв’язати таку ж задачу для дошки 7× 7.
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4. Показати, що граф, у якого є двi несумiжнi вершини третього степеня,
а iншi вершини мають степiнь, не бiльший, нiж 2, не є гамiльтоновим.

5. У графi G є гамiльтоновий цикл, а в графi H – гамiльоновий ланцюг.
Чи правда, що у графi G×H є гамiльтоновий цикл?

6. Показати, що повний граф iз 2n + 1 вершинами можна зобразити, як
суму n гамiльтонових циклiв.

Задачi для самостiйної роботи

1. Навести приклад ойлерового графа, який не є гамiльтоновим, i гамiль-
тонового графа, який не є ойлеровим.

2. Чи мiстить граф, зображений на рисунку нижче, гамiльтонiв цикл?

•

•

•

•
•

•
•

•• ••
••

3. Чи можна обiйти парк i його околицi A, B, C, D, E, F, так, щоб при
цьому довелося перелiзти через кожну огорожу рiвно один раз? Побудувати
вiдповiдний граф.

B D
C

FE
A A

Схема парку

4. При якiй найменшiй кiлькостi ребер граф з 10 вершинами гарантовано
гамiльтонiв?

5. Для яких n граф, який вiдповiдає n-вимiрному кубу, а) ойлерiв; б)
гамiльтонiв?

6. Довести, що якщо для будь-якої вершини графа Γ з n вершинами
(n ≥ 3) виконується нерiвнiсть d(n) ≥ n

2 , то граф Γ є гамiльтоновим.
7. Показати, що у повному графi з n занумерованими вершинами є (n−1)!

2
рiзних гамiльтонових циклiв.
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ЗАНЯТТЯ 17

Дерева, дводольнi графи

Означення 17.1. Граф без циклiв називають ациклiчним або лiсом. Зв’я-
зний ациклiчний граф називають деревом.

Приклад 17.2. На рисунку зображено лiс, який складається з двох компо-
нент, кожна з яких є деревом:

• •

•

•• ••
•

••

• •

•

•• ••
•

••

Приклад 17.3. Нехай Γ(X,W ) – дерево з n вершинами i m ребрами. Тодi

m = n− 1.

Доведення. Скористаємось iндукцiєю по n. При n = 1 твердження тривiаль-
не. Оскiльки в деревi немає циклiв, то викресливши одне ребро, отримаємо
двi компоненти T1 i T2, кожна з яких є деревом. Нехай Ti мiстить ni вершин
та mi ребер, i = 1, 2. Тодi за припущенням iндукцiї mi = ni − 1. Загальне
число ребер дорiвнює

m = m1 +m2 + 1 = (n1 − 1) + (n2 − 1) + 1 = (n1 + n2)− 1 = n− 1.

Означення 17.4. Вершина x ∈ X є кiнцевою вершиною графа Γ(X,W ),
якщо d(x) = 1.

Приклад 17.5. У будь-якому деревi з n вершинами, n ≥ 2, є принаймнi двi
кiнцевi вершини.

Доведення. Нехай Γ(X,W ) – дерево i X = {x1, . . . , xn}. Згiдно з лемою про
рукостискання

n∑
i=1

d(xi) = 2(n− 1),

причому всi d(xi) > 0. Отже, принаймнi два числа з послiдовностi d(x1),
d(x2), . . . , d(xn) дорiвнюють одиницi.
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Означення 17.6. Нехай

X = {1, 2, . . . , n} − (17.1)

множина вершин дерева. Для будь-якого дерева T , побудованого на X вве-
демо деякий код, який характеризує його однозначно. Позначимо через b1
першу кiнцеву вершину в послiдовностi (17.1), а через w1 = (a1, b1) вiдповiд-
не кiнцеве ребро. Викреслимо з T ребро w1 i вершину b1. Отримаємо нове
дерево T1. У T1 розглянемо першу кiнцеву вершину b2 у послiдовностi (17.1)
та кiнцеве ребро w2. Викреслимо з T1 кiнцеву вершину b2 i ребро w2. Отрима-
ємо дерево T2. Продовжуємо процедуру далi, поки не залишиться одне ребро
(an−1, bn−1), яке сполучає двi вершини, що залишились. Тодi набiр

σ(T ) = [a1, a2, . . . , an−2] (17.2)

однозначно визначається за деревом T . I навпаки, за набором (17.2), мо-
жна однозначно вiдновити дерево T . Набiр (17.2) називають кодом Прюфера
дерева T .

Приклад 17.7. Запишемо код Прюфера дерева T , зображеного на рисунку:

• •

•

1 2

345• •

Дерево T

Першою кiнцевою вершиною T у {1, 2, 3, 4, 5} є b1 = 2. Викреслимо з T
вершину 2 i ребро (1, 2). Отримаємо дерево T1.

•

•

1

345• •

T1

•

•

1

35•

T2

•
1

5•

T3

Викресливши у T2 вершину 4 i ребро (3, 4), отримаємо дерево T2, у якому
викреслюємо вершину 3 iз ребром (1, 3). Залишилось останнє ребро (1, 5).
Таким чином, код Прюфера дерева T такий:

σ(T ) = [1, 3, 1].
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Простежимо процедуру вiдновлення дерева T . Запишемо два набори

(i) : σ(T ) = [1, 3, 1];

(ii) : {1, 2, 3, 4, 5}.

Беремо в (ii) першу вершину b1 = 2, якої немає в (i), розглядаємо ребро
(1, 2). Викреслюємо iз σ(T ) a1 = 1, а iз (ii) – b1 = 2. Обираємо b2 = 4, тодi
(a2, b2) = (3, 4). Далi b3 = 5, тодi (a3, b3) = (1, 5). У (ii) залишилось останнє
ребро (1, 3). Отже, отримали граф

• •

•

1 5

43

2•

•

Означення 17.8. Граф Γ(X,W ) називають дводольним, якщо множину його
вершин X можна розбити на 2 пiдмножини XI i XII , якi називають долями,
так, що кожне ребро має один кiнець у XI , а iнший – у XII : вершини з однiєї
долi не iнцидентнi мiж собою.

Означення 17.9. Дводольний граф, у якому кожнi двi вершини з рiзних до-
лей є iнцидентними, називають повним. Повний дводольний граф, для якого
|XI | = i, |XII | = j, позначають Ki,j .

Приклад 17.10. Дводольний граф K3,2 має вигляд

•

••

••
2

54

31

Його долi: XI = {1, 2, 3} i XII = {4, 5}.
Перевiрка дводольностi. Для того, щоб перевiрити граф на дводольнiсть,
достатньо в кожнiй компонентi зв’язностi вибрати довiльну вершину i почер-
гово вiдмiчати вершини, якi залишилися, пiд час обходження графу як парнi
й непарнi (див. рисунок). Якщо при цьому не виникло суперечностi, усi парнi
вершини утворять долю XI , непарнi – XII .
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Задачi для аудиторної роботи

1. Знайти всi (з точнiстю до iзоморфiзму) дерева, у яких не бiльше
а) 4 вершин;
б) 5 вершин.

2. Записати код Прюфера графiв:

• •

••
••

3 5

64
21

а)

• •

•

•• ••
•

1 2

8

45 67

3

б)

3. Скiльки можна побудувати дерев на n вершинах?
4. Довести, що неорiєнтований граф є дводольним тодi, i тiльки тодi, коли

вiн не мiстить циклiв непарної довжини.
5. Довести, що у непорожньому дводольному регулярному графi долi мi-

стять однакову кiлькiсть вершин.
6. Нехай G – дводольний граф, долi якого мiстять m i n вершин вiдпо-

вiдно. Довести:
а) якщо G – гамiльтонiв граф, то m = n;
б) якщо G – напiвгамiльтонiв граф, то |m− n| ≤ 1.

7. Нехай n – кiлькiсть вершин дерева, r – його радiус. Показати, що n ≥
2r.

8. Довести, що кожне дерево є дводольним графом. Якi з дерев є повними
дводольними графами?

9. Довести, що центр дерева складається з однiєї вершини, якщо дiаметр
дерева – парне число, та з двох вершин, якщо це не так.

10. Чи може регулярний граф степеня бiльшого, нiж 1, мати мости? (Мiст
– це ребро графа, видалення якого збiльшує кiлькiсть компонент зв’язностi.)

Додатковi задачi

1. Показати еквiвалентнiсть наступних тверджень для графа T :
а) T є деревом;
б) будь-якi двi вершини T зв’язанi єдиним ланцюгом у T ;
в) T – це мiнiмально зв’язний граф, тобто виключення довiльного

ребра робить його незв’язним;
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г) T є максимально ациклiчним графом, тобто додаючи одне ребро,
сполучивши довiльнi двi не з’єднанi вершини T , отримаємо граф, що мiстить
цикл.

2. Показати, що ймовiрнiсть того, що при n → ∞ випадково вибрана
вершина дерева, яке має n вершин, є кiнцевою, прямує до 1

e .
3. Нехай l1, l2, . . . , ln – заданi натуральнi числа. Довести, що дерево з

n > 1 вершиною, в якому степiнь вершини xi дорiвнює li, iснує тодi, i тiльки
тодi, коли

n∑
i=1

li = 2(n− 1).

4. (Задача про гарем) Нехай є скiнченна множина юнакiв, кожен з яких
знайомий iз деякою скiнченною пiдмножиною множини дiвчат. Кожен юнак
прагне взяти за дружину бiльш нiж одну знайому дiвчину. Знайти необхiдну
i достатню умови вирiшення цiєї задачi.

Задачi для самостiйної роботи

1. Довести, що зв’язний граф є деревом тодi, i лише тодi, коли кожне
його ребро є мостом.

2. Показати, що вершини дерева завжди можна занумерувати так, що
для кожного i ≥ 2 вершина xi матиме лише одного сусiда з множини
{x1, . . . , xi−1}.

3. Вiдновити дерева за кодом Прюфера:
а) [1, 2, 1, 1, 3];
б) [4, 2, 1, 4, 3].

4. Показати, що кожна вершина xi дерева з’являється в кодi Прюфера
d(xi)− 1 разiв.

5. Скiльки ребер має повний дводольний граф, долi якого складають m i
n вершин?

6. Чи правда, що у деревi з непарним дiаметром довiльнi два простих
ланцюги найдовшої довжини мають спiльне ребро?

7. Показати, що коли дерево має не менше двох ребер, то його радiус
менше дiаметра.

8. Волейбольна сiтка виглядає, як прямокутник завбiльшки 50× 600 клi-
ток. Яке найбiльше число мотузкiв можна перерiзати так, щоб сiтка не роз-
палася?

9. Чим характерна матриця сумiжностi дводольного графа?
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ЗАНЯТТЯ 18

Формула Стiрлiнга

Теорема 18.1. Має мiсце формула Стiрлiнга:

n! =
√
2πnn+ 1

2 e−ne
θn
12n ,

де 0 < θn < 1.

Задачi для аудиторної роботи

Наближено обчислити:
1. 1·3·5·...·99

2·4·6·...·100 ;
2. C40

100;

3. Cn
2n.

4. Вивести асимптотичну формулу для добутку

(2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 . . . (2n− 1).

5. Скориставшись формулою Стiрлiнга, знайти границi:
а) lim

n→∞
n

n
√
n!
;

б) lim
n→∞

lnn!

lnnn
.

6. Довести, що для будь-яких додатних цiлих a та b:

(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n)

(b+ 1)(b+ 2) . . . (b+ n)
∼ b!

a!
na−b, n → ∞.

7. Знайти суму ряду:

∞∑
n=1

(
n ln

2n+ 1

2n− 1
− 1

)
.

8. За Ойлером, гамма-функцiя визначається такою формулою:

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) . . . (x+ n)
.

Виходячи з цiєї формули:
а) записати функцiю Γ(x) у виглядi нескiнченного добутку;
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б) вивести властивiсть Γ(x+ 1) = xΓ(x);
в) отримати значення Γ(n) для n цiлого i додатного.

Додатковi задачi

1. Гамма-функцiю визначають рiвнiстю:

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt,

де x > 0. Показати, що
а) Γ(x) ∼√

2πe−xxx− 1
2 ;

б) Γ(x) у попереднiй задачi (аудиторнi, №8) має змiст для всiх дiйсних
x, якi не дорiвнюють цiлому вiд’ємному числу;

в) поняття гамма-функцiї збiгаються у цiй задачi та у попереднiй (ау-
диторнi, №8).

2. Нехай a та r довiльнi додатнi числа, а n — цiле додатне число. Довести,
що

a(a+ r)(a+ 2r) . . . (a+ nr) ∼ Crn+1nn+ 1
2+

a
r e−n, n → ∞.

Стала C дорiвнює
√
2π/Γ(a/r).

3. Показати, що

a(a+ r)(a+ 2r) . . . (a+ nr)

b(b+ r)(b+ 2r) . . . (b+ nr)
∼ Γ(b/r)

Γ(a/r)
n(a−b)/r, n → ∞.

Задачi для самостiйної роботи

Скориставшись формулою Стiрлiнга, наближено обчислити:
1. lg100!;
2. 1 · 3 · 5 · . . . · 1999;
3. 100!

20!30!50! .

4. Скориставшись формулою Стiрлiнга, знайти границi:
а) lim

n→∞
n2√

n!;

б) lim
n→∞

n
n
√

(2n− 1)!!
.

5. Народження хлопчика i дiвчинки рiвноймовiрнi подiї. Яка ймовiрнiсть
того, що серед 100 новонароджених:

а) число хлопчикiв i дiвчаток однаковi;
б) хлопчикiв буде бiльше, нiж дiвчаток?
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