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Вступ.
Векторний метод і метод координат належать в

математиці до найзагальніших. Вони дають змогу зводити
розв’язування різноманітних задач до обчислень, а також
дають можливість мати наочне уявлення про такі
найважливіші поняття математики, як числа, функції,
рівняння, і про фізичні поняття.

Поняття вектора виникло для математичного
описання широкого класу фізичних величин, серед яких
вирізняють скалярні і векторні.

Скалярні величини характеризуються числом при
обраній одиниці вимірювання. Це, наприклад , площа,
маса, робота, температура тощо.

Для таких величин, як швидкість, переміщення, сила,
потрібно вказати ще і їх напрям. Величини, які
характеризуються невід’ємним числом при даній одиниці
вимірювання (модулем) та напрямом, називаються
векторними. Векторні величини звичайно зображають
напрямленими відрізками.

Залежно від того, де розміщені напрямлені відрізки,
розрізняють вектори на площині і вектори у просторі.
Більшість визначень і фактів формулюють без урахування
того, які ці вектори.

Самостійна робота студента з даною методичною
розробкою дозволить систематизувати відомості з
шкільного курсу математики про вектори на площині та
узагальнити на випадок простору.
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Алгоритм самостійної роботи студентів
по темі «Вектори та координати»

1. Вивчити теоретичний матеріал в підручнику
О.М. Афанасьєва Математика, К. «Вища школа» 2002,
розділ 5 с.206-234.

2. Вивчити основні формули методу координат з
даного методичного посібника.

3. Законспектувати основні поняття та формули.
4. Розібрати приклади розв’язаних вправ.
5. Розв’язати свій варіант контрольної роботи за

зразком.
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Вектор та його властивості.
У просторі, як і на площині, дається визначення

вектора та його основних понять:
1. Визначення вектора.
Вектор - це направлений відрізок. Позначається
BAba ;;


, де А – початок, В – кінець.

А
b a В

Модуль вектора(абсолютна величина) – це довжина
відрізка, що задає даний вектор. Позначається : BAba ;;


.

Нульовий вектор – це вектор у якого початок
співпадає з кінцем. Позначається на площині точкою.
Модуль нульового вектора дорівнює нулю.

0a

Одиничний вектор – це вектор довжина якого
дорівнює одиниці.

1b


.
2. Рівність векторів.
Вектори називаються рівними, якщо вони

суміщаються паралельним перенесенням. Рівні вектори
лежать на одній прямій або на паралельних прямих,
довжини їх рівні і співпадають їх напрями.

cba 


a
c

b



6

3. Колінеарність векторів.
 Вектори називаються колінеарними, якщо вони

лежать на одній прямій, або на паралельних прямих.
 Якщо напрямки векторів співпадають , то

вони називаються спів напрямленими ca  , якщо
протилежні, - то протилежно напрямлені ba  .

 Нульовий вектор вважають колінеарним
довільному вектору.

a c

b

4. Дії над векторами:
 Додавання векторів:
Правило трикутника : від кінця першого вектора

відкласти другий; сумою векторів буде вектор , що з’єднує
початок першого та кінець другого.

a c
а+с

Правило паралелограма: відкласти два вектора від
однієї точки; на них будуємо паралелограм; діагональ
паралелограма з початком у початковій точці дорівнює
сумі векторів.

a
а+с

c
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Правило многокутника: щоб додати декілька векторів,
треба послідовно відкладати з кінця одного вектора
наступний; сумою векторів буде вектор , що з’єднує
початок першого та кінець останнього вектора.

а c

а+с+ b b

 Віднімання: відкласти два вектори від однієї
точки; з’єднати їх кінці; вказати на ньому напрям в
сторону того вектора, від якого віднімають.

a c
а-с

 Множення на число.
Добутком ненульового вектора a на число k

називається вектор, довжина якого дорівнює добутку
довжини (модуля) вектора на k. Напрям вектора збігається
з напрямом вектора a , якщо k>0, і протилежний
напрямуa , якщо k <0 .

a
-0,5a 2a -3a
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 Скалярний добуток векторів.
Скалярним добутком двох ненульових векторів

називається число, яке дорівнює добутку їхніх довжин на
косинус кута між ними.

 bababa ;cos .
Ненульові вектори a і b перпендикулярні тоді і тільки

тоді, коли їх скалярний добуток дорівнює нулю.
baba  0

Скалярний добуток aa  називається скалярним
квадратом вектора a і позначається 2a . Тобто,

22 aaaa  .
Якщо ba  - вектори спів направлені, то

baba  .
Якщо ba  - вектори протилежно направлені, то

baba  .
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Основні формули методу координат
Положення точки на площині або в просторі можна

охарактеризувати за допомогою набору чисел, який
називають її координатами. Найбільш поширеними в
математиці є прямокутні , або декартові, координати.

НА ПЛОЩИНІ В ПРОСТОРІ
Система координат

Сукупність двох взаємно
перпендикулярних
прямих, на яких вказано
додатній напрямок та
одиничні відрізки
називають прямокутною
системою координат.
Перша вісь х – вісь
абсцис, друга вісь у – вісь
ординат.
Одиничні вектори,
напрямлені вздовж осей
координат, називаються
ортами: ji , .

Сукупність трьох взаємно
перпендикулярних прямих,
на яких вказано додатній
напрямок та одиничні
відрізки, називають
прямокутною системою
координат.
Перша вісь х – вісь абсцис,
друга вісь у – вісь
ординат, третя вісь z – вісь
аплікат.
Одиничні вектори,
напрямлені вздовж осей
координат називаються
ортами: kji ,, .

Координати точки
Кожній точці системи
ставиться у відповідність
пара чисел, і навпаки.
 AA yxA ; ,  BB yxB ; .

Кожній точці системи
ставиться у відповідність
трійця чисел, і навпаки.
 AAA zyxA ;; ,  BBB zyxB ;; .

Довжина відрізка
   22

BABA yyxxAB       222
BABABA zzyyxxAB 
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Координати середини відрізка
Якщо точка С – середина відрізка АВ, то

2
BA

C
xx

x


 ;
2

BA
C

yy
y


 .

2
BA

C
xx

x


 ;
2

BA
C

yy
y


 ;

2
BA

C
zz

z


 .

Поділ відрізка у заданому відношенні
Якщо точка С належить відрізку АВ, то вона ділить його
у відношенні
m/ n , причому 

n
m

CB
AC .







1

BA
C

xx
x ;







1

BA
C

yy
y .







1

BA
C

xx
x ;







1

BA
C

yy
y ;







1

BA
C

zz
z .

Координати вектора
Задається вектор
координатами :

 21;aaa .
Вектор, розкладений за
одиничними ортами:

jaiaa 21  .

Задається вектор
координатами :

 321 ;; aaaa .
Вектор, розкладений за
одиничними ортами:

kajaiaa 321  .
Вектор, заданий координатами початку і кінця:
 AA yxA ; -початок,
 BB yxB ; - кінець:

);( ABAB yyxxBA  .

 AAA zyxA ;; - початок,
 BBB zyxB ;; - кінець:

);;( ABABAB zzyyxxBA 
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Щоб знайти координати вектора треба від координат
кінця відняти координати початку.

Довжина вектора
2

2
2

1 aaa  2
3

2
2

2
1 aaaa 

Рівність векторів
В координатах вектори рівні , якщо відповідні їх

координати рівні.
    2121 ;; bbbaaa

2211 ; baba 
    321321 ;;;; bbbbaaaa

332211 ;; bababa 

Колінеарність векторів
Два вектори колінеарні, якщо їх відповідні координати
пропорційні.
Якщо 0k , то ba  - вектори спів направлені.
Якщо 0k , то ba  - вектори протилежно направлені

k
b
a

b
a


2

2

1

1 . k
b
a

b
a

b
a


3

3

2

2

1

1

Дії над векторами
Координати суми (різниці) двох векторів дорівнюють
сумі (різниці) відповідних координат цих векторів.
Додавання:
   
 2211

2121

;

;;

baba

bbbaaa




Додавання:
   
 332211

321321

;;

;;;;

bababa

bbbbaaaa





Віднімання:
   
 2211

2121

;

;;

baba

bbbaaa




Віднімання:
   
 332211

321321

;;

;;;;

bababa

bbbbaaaa





Координати добутку вектора на число дорівнюють
добутку відповідних координат даного вектора на це
число.
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Множення на число:
   2121 ;; kakaaaak 

Множення на число:
   321321 ;;;; kakakaaaaak 

Скалярний добуток двох векторів в координатах – це
число, що дорівнює сумі добутків його відповідних
координат.
    22112121 ;; bababbbaaa     

332211

321321 ;;;;
bababa
bbbbaaaa




Кут між векторами

 
ba
baba



 ;cos

 
2
2

2
1

2
2

2
1

2211;cos
bbaa

bababa





.

 
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211;cos
bbbaaa

bababa
ba






.
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Векторний добуток і його властивості
Векторним добутком двох векторів  321 ,, аааa ,

 321 ,, вввв називається такий вектор с , що задовольняє
наступні умови:

1. Модуль вектора
 baвас ,sin  .

2. Вектор с перпендикулярний площині,
утвореній векторами a іb .

3. Вектор с направлений так, що найкоротший
оберт вектора a до b видно з кінця вектора с проти
годинникової стрілки.

Позначають ва  . Причому авва  .
Векторний добуток в координатах

     .212131343232

21

21

31

31

32

32

321

321

abbakabbajabbai

bb
aa

k
bb
aa

j
bb
aa

i
bbb
aaa
kji

bа





Одержали вектор, записаний через одиничні орти.
Нормальний вектор площини – це вектор, що

перпендикулярний до площини, тобто перпендикулярний
довільному вектору, який лежить у площині.

Нормальний вектор площини , що містить вектори
 321 ,, аааa ,  321 ,, вввв , дорівнює векторному добутку цих

векторів.
.bаn 

Модуль векторного добутку дорівнює площі
паралелограма , що побудований на даних векторах.

baS  .
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Площу трикутника , що утворюють дані вектори
можна знайти за формулою:

baS 
2
1 .

Рівняння площини.
Загальне рівняння площини :

0 CzByAx
Рівняння площини, яка проходить через фіксовану

току  0000 ,, zyxM , за даним нормальним вектором
 CBAn ,, має вигляд:

  0()() 000  zzCyyBxxA .
Рівняння прямої на площині.
Загальне рівняння прямої має вигляд

;0 СВуАх
Якщо С=0, то ;0 ВуАх пряма проходить через

початок координат;
Якщо А=0, В  0, то ;0СВу пряма паралельна осі

ОХ;
Якщо А  0, В=0, то ;0САх пряма паралельна осі

ОУ;
Якщо А =0, С=0, то ;0Ву пряма співпадає з віссю

ОХ;
Якщо В =0, С=0, то ;0Ах пряма співпадає з віссю

ОУ.
1. Рівняння прямої , яка проходить через

фіксовану точку М  00 ; ух , з даним нормальним вектором
 BAn ; .

    000  yyBxxA .
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Вектор, перпендикулярний довільному вектору
прямої називається нормальним вектором прямої.

2. Рівняння прямої , яка проходить через
фіксовану точку М  00 ; ух , з даним направляючим
вектором  mna ; .

m
yy

n
хх 00 


 .

Вектор , паралельний довільному вектору на прямій ,
називається направляючим вектором прямої.

3. Рівняння прямої , яка проходить через
фіксовані точки М 1  11; ух , М 2  22 ; ух .

12

1

12

1

уу
yy

хх
хх






 .

4. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом k
( tgk  , де - кут між прямою та додатним напрямом осі х)
та початковою координатою (0,b)- координата перетину
прямою з віссю у.

bkxу  .
5. Рівняння прямої в відрізках на осях (а,0), (0,b)-

точки перетину прямої з осями координат.
1

b
y

а
х .
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Приклади розв’язання вправ

1. Дано вектори  0;1,2 a і  2;7,1 b . Знайти
вектор ba 52  та його модуль.

Розв’язання:
Знайдемо координати вектора:

   
     10;33;910;35;5024

2;7;150;1;2252



 ba
.

Обчислимо модуль вектора:
      12701001089811033952 222  ba

Відповідь:  10;33;9  ; 1270 .
2. Дано вектори  6;1;1a і  3;1;2b . Знайти таке

число m , щоб вектор bma  був перпендикулярним до
вектора a .

Розв’язання:
     mmmmbma 36;1;213;1;26;1;1  .

 bma a    0 аbma .
   аbma   mmm 36;1;21

  381518361216;1;1  mmmm .

.
15
82

15
38381503815 


 mmm

Відповідь: .
15
82m

3. Знайдіть значення змінних, при яких вектори
 za ;3;4  і  10;;2 yb  будуть колінеарні.

Розв’язання:
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,a b - колінеарні,якщо

3

3

2

1

1

1

b
a

b
a

b
a

 .

Складемо відношення координат:
.

10
3

2
4 z

y






За властивістю пропорції:

  5,1
2
3

4
32




у ; 20
2
104





z .

Відповідь : 5,1у , 20z .
4. Знайдіть скалярний добуток векторів a і b ,

якщо 3a і 8b ,
120 .

Розв’язання:
За формулою скалярного добутку:

 bababa ;cos

знайдемо
12

2
124120cos83 





 ba .

Відповідь :-12.
5. Знайдіть скалярний добуток векторів  4;1;2 a

і  4;0;3 b та косинус кута між ними.
Розв’язання:
За формулою скалярного добутку в координатах:

332211 babababa 

знайдемо
  101606440132 ba .

Використаємо формулу:
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 
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211;cos
bbbaaa

bababa
ba




 .

 
   

21
2

215
10

2521
10

16091614
10

403412

10;cos
222222



















 ba

Відповідь:-10; 21
2
.

6. Знайти векторний добуток векторів  2;3;1 a

та  7;5;4 b . Записати рівняння площини, що містить дані
вектори та проходить через точку  3;2;1 С . Знайти площу
паралелограма, що побудований на даних векторах.

Розв’язання:
Застосуємо формулу векторного добутку в

координатах:


21

21

31

31

32

32

321

321 bb
aa

k
bb
aa

j
bb
aa

i
bbb
aaa
kji

ва

     .212131313232 abbakabbajabbai 

Отримаємо:

           
      .171511125871021

.345124712573

54
31

74
21

75
23

754
231

kjikji
kji

kji
kji

ва




















Нормальний вектор до площини , що містить дані
вектори, має координати:
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 .17;15;11 n
Рівняння площини, яка проходить через фіксовану

току  0000 ,, zyxM , за даним нормальним вектором
 CBAn ,, має вигляд:

  0()() 000  zzCyyBxxA .

Підставимо координати :
 

.0511730151111
03(17)2(15)111




zóõ
zyx

Загальне рівняння площини матиме вигляд:
010171511  zyx або 010171511  zyx .

Площу паралелограма знайдемо за формулою:
baS  .

       
635289225121

17151117;15;11 222



S
.

Відповідь:  ,17;15;11  010171511  zyx , 635S .
7. Скласти рівняння прямої, яка проходить через

точку  8,4 А перпендикулярно вектору  10,3n .
Розв’язання:
Підставимо дані координати точки та нормального

вектора у формулу:
    000  yyBxxA .

Отримаємо :
    .081043  yx

Спростивши отримаємо рівняння прямої:
.09210308010123  ухух

Відповідь: .092103  ух
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8. Скласти рівняння прямої, яка проходить через
точку  5,3С паралельно вектору  7,2 а .

Розв’язання:
Підставимо дані координати точи та направляючого

вектора у формулу:

m
yy

n
хх 00 


 .

Отримаємо:

7
5

2
3





 yх .

Використаємо основну властивість пропорції:
    .0112701022175237  ухухyх

Відповідь : .01127  ух

9. Скласти рівняння прямої, яка проходить через
точки  1,0 М та  4,6К .

Розв’язання:
Підставимо дані координати точок у формулу:

12

1

12

1

уу
yy

хх
хх






 .

Одержимо:

14
1

06
0






 yх .

За властивістю пропорції :
        .066516051605  ухyxyx

Відповідь: .0665  ух

10. Скласти рівняння прямої, яка проходить через
точку  7,0Р та утворює кут 45 з додатною віссю х.

Розв’язання:
Для рівняння прямої застосуємо формулу:
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bkxу  .
Кутовий коефіцієнт знайдемо за формулою:

.145  ktgktgk 
Підставивши значення, отримаємо:

7 xу .
Рівняння прямої в загальному вигляді: 07  уx .

Відповідь: 07  уx .
11. Скласти рівняння прямої, яка проходить через

точки  0;9Т та  2;0 К .
Розв’язання:
Для даної прямої застосуємо формулу прямої у

відрізках:
1

b
y

а
х ,

де 2,9  bа .
Маємо:

1
29




yх .

Помноживши дане рівняння на 18 , отримаємо
рівняння прямої в загальному вигляді :

.01892  ух

Відповідь: .01892  ух

Зразок виконання контрольної роботи.
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1. Дано координати вершин трикутника АВС в
просторі, де А(1;1;1);В(-2;3;4);С(4;-5;5).

Знайти :
1) периметр трикутника;
2) косинус кута Аcos ;
3) довжину медіани ВМ;
4) площу трикутника;
5) записати рівняння площини трикутника.

Розв’язання:
1) Знайдемо координати векторів на сторонах

трикутника.
   3;2;314;13;12 АВ ;  3;2;3 ВА ;
   4;6;315;15;14 АС ;  4;6;3 СА ;
   1;8;654;53;42 СВ ;  1;8;6 ВС .

Знайдемо довжини сторін трикутника, як модулі
векторів.

  22949323 222  ВААВАВ ;

  6116369463 222  СААСАС ;

    10116436186 222  ВССВСВ .
Обчислимо периметр:

1016122  ВСАСАВР .
2) Косинус кута обчислимо за формулою:

 
ba
baba



 ;cos .

Для кута А формула матиме вигляд:

 
АСАВ
АСАВАСАВA



 ;coscos .
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Знайдемо скалярний добуток:
  912129436233  АСАВ .

Підставимо отримані значення у формулу:

1342
9

6122
9cos 





A .

3) Для обчислення медіани ВМ необхідно знайти
координати точки М - середини відрізка АС за формулами:

2
СA

M
xxx 

 ;
2

СA
M

yyy 
 ;

2
СA

M
zzz 



2
5

2
41



Mx ; 2

2
51




My ; 3
2
51



Mz ;







  3;2;
2
5М .

Знайдемо координати вектора на медіані АМ:







 






  1;5;

2
943;32;2

2
5ВМ .

Знайдемо довжину медіани АМ, як модуль вектора:

   

2
185

4
185125

4
81

15
2
9 22

2









 绿绿

4) Площу трикутника знайдемо за формулою:
baS 

2
1 ,

де використовується векторний добуток векторів на
сторонах трикутника.
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      .122126618912188

63
23

43
33

46
32

463
323

kjikji

kji
kji

АСАВ


















Обчислимо модуль векторного добутку:
1261144441676122126 222  АСАВ .

Площа трикутника АВС:

2
1261

S .

5) Підставимо координати точки А(1;1;1) та
нормального вектора  12;21;26n в рівняння площини:

  0()() 000  zzCyyBxxA .
Отримаємо

  01(12)1(21)126  zyx .
Спростивши, рівняння площини матиме вигляд:

0591221260121221212626  zyxzух .
Відповідь:
1) 1016122 Р ;
2)

1342
9cos 

A ;

3)
2
185

ВМ ;

4)
2
1261

S ;

5) 059122126  zyx .
2. Дано координати вершин трикутника АВС на

площині, де А  3;1 , В  4;0  , С  5;2 .
Записати рівняння прямої, що містить:



25

1) сторону АВ;
2) медіану СD;
3) висоту ВК;
4) пряму АN , яка паралельна стороні ВС.

Розв’язання:
1) Для рівняння сторони АВ використаємо

рівняння прямої, що проходить через дві точки:

12

1

12

1

уу
yy

хх
хх






 .

Підставимо координати точок А  3;1 ; В  4;0  і
виконаємо перетворення :

 

04703773

17
7
3

1
1

34
3

10
1


















ухуху

хyхyх
.

Рівняння прямої АВ:
047  ух .

2) Для медіани СD застосуємо ту ж формулу
рівняння прямої, знайшовши спочатку координат точки D
за формулами середини відрізка АВ:

2
BA

D
xxx 

 ;
2

BA
D

yyy 
 .

Обчислимо, підставивши координати точок А  3;1 ;
В  4;0  :

2
1

2
01




Dx ;
2
1

2
43




Dy .

Підставимо координати точок С  5;2 ,D 





 

2
1;

2
1 в

рівняння прямої:
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12

1

12

1

уу
yy

хх
хх






 .

Отримаємо
   

035110
2
25

2
511

2
11

5
2
52

2
11

5
2
1

5

2
2
1

2













ухух

ухyх

.

Рівняння медіани СD :
03511  ух .

3) Щоб записати рівняння висоти ВК застосуємо
формулу рівняння прямої через фіксовану точку з даним
нормальним вектором:

    000  yyBxxA .
Підставимо у формулу координати нормального

(перпендикулярного до висоти ВК) вектора
   2;335;12 АС і точки В  4;0  .

    082304203  ухyx .
Рівняння висоти ВК:

0823  ух .
4) Для рівняння прямої АN , що паралельна

стороні ВС використаємо формулу прямої через фіксовану
точку з направляючим вектором:

m
yy

n
хх 00 


 .

Направляючим вектором до прямої АN э вектор
   9;245;02 ВС , а фіксованою точкою є точка А  3;1 .
Отримаємо
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   

01529
6299
3219

9
3

2
1











óõ
óõ
óõ

yõ

.

Рівняння прямої АN:
01529  ух .

Відповідь:
1) АВ: 047  ух ;
2) СD: 03511  ух ;
3) ВК: 0823  ух ;
4) АN: 01529  ух .

Контрольна робота
Зміст завдання контрольної роботи однаковий для

всіх студентів. Кожний варіант відрізняється
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координатами вершин трикутника. Нижче наведена
таблиця варіантів. Номер варіанту збігається з номером
прізвища студента в списку журналу. Наприклад варіант
№ 5 будуть виконувати студенти , прізвища яких в списку
йдуть під номерами: 5 ,15, 25, 35 і т. д.

Завдання з контрольної роботи студенти виконують
дома в окремому зошиті та здають викладачу у
визначений термін.

Якість знань та вмінь по темі «Вектори та
координати» оцінюється викладачем після перевірки
класної контрольної роботи, що аналогічна домашній.

Завдання для контрольної роботи
1. Дано координати вершин трикутника АВС в

просторі.
Знайти :
1) периметр трикутника;
2) косинус кута Аcos ;
3) довжину медіани ВМ;
4) площу трикутника;
5) записати рівняння площини трикутника.
2. Дано координати вершин трикутника АВС на

площині.
Записати рівняння прямої, що містить:
1) сторону АВ;
2) медіану СD;
3) висоту ВК;
4) пряму АN , яка паралельна стороні ВС.

№

№

Координати вершин
трикутника в просторі для
завдання №1

Координати вершин
трикутника на площині
для завдання №2
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6. Шкіль М.І., Слєпкань З.І., Дубинчук О. С.
Алгебра і початки аналізу. 10-11 клас.- К.; Зодіак- ЕКО,
2001.

7. Яковлев Г. Н. Алгебра и начала анализа.
Математика для техникумов. Часть 1.-М.: Наука, 1987.
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