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ПЕРЕДМОВА

У навчальному посібнику приведені методи практичного засто­
сування математичної логіки, теорії автоматів і регулярних подій 
у ком п’ю терній інженерії, системах автоматики та управління.

Посібник ознайомлює читача з логікою арифметичних операцій 
у комп’ютерах, логіками Буля і Ж егалкіна, логікою розкладання, 
дослідження та мінімізації булевих функцій, логікою часових і ре­
курентних булевих функцій, теорією автоматів та регулярних по­
дій, а на їх основі і логікою побудови різноманітних комп’ютерних 
схем. Значна увага приділяється правильному застосуванню точних 
позначень, визначень, спрощеному доведенню теорем, логіці і ал­
горитмам побудови комп’ютерних схем.

Частина питань із розглянутих у посібнику недостатньо висвіт­
лена в сучасній навчальній літературі. Зокрема, це стосується до­
сліджень властивостей і повноти логічних функцій, перетворення 
автоматів із одного виду в інший, методів їх структурного синтезу, 
перетворення регулярних подій в абстрактні автомати, логіці і ал­
горитмам побудови різноманітних комп’ютерних схем.

Усі визначення і теореми супроводж ено ілю строваними при­
кладами. Кожний параграф або розділ закінчується набором рете­
льно підібраних контрольних запитань та задач для самостійного 
розв’язування. Практичний матеріал є значним за обсягом і стано­
вить близько 40% загального матеріалу посібника. Це наведені 
приклади з рішеннями, контрольні запитання для закріплення та 
поглиблення розуміння теоретичних положень, задачі для само­
стійного розв’язування —  їх практичне застосування дає можли­
вість поліпшити організацію самостійної роботи студентів.

У навчальному посібнику зібрано як загальновідомий матеріал, 
так і розроблений останніми роками, а також подано і частково но- ; 
вий матеріал. Посібник розрахований, у першу чергу, на студентів, 
а також читачів, які бажають вивчити математичні методи комп’ю-
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терної логіки і на їх основі навчитись будувати комп’ютерні схеми 
та схеми автоматики і управління. Від читача вимагаються знання в 
обсязі середньої школи, а всі подальші знання здобуваються в про­
цесі роботи  з книгою  та  запропонованим и  в ній вправам и, що 
робить навчальний посібник привабливим для практичного вико­
ристання.

Структура книги, яка складається із 13 розділів, їх перелік та 
нап овн ен н я вип ли ває зі зм істу . В ибір  та  викладан ня розд іл ів  
комп’ютерної логіки виконано, враховуючи вимоги фундаменталь­
ної освіти з комп’ютерних дисциплін.

Посібник призначено для студентів спеціальностей вищих на­
вчальних заклад ів  III—IV рівн ів  акред и тац ії базових  напрям ів  
«К омп’ю терна інж енерія», «К ом п’ю терні системи, автоматика і 
управління», «К омп’ю терні науки». О кремі розділи можуть бути 
використані також студентами відповідних середніх технічних на­
вчальних закладів та коледжів.
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Розпіл 1

ЛОГІКА АРИФМЕТИЧНИХ 
ОПЕРАЦІЙ У  КОМП Ю ТЕРАХ

1.1. Л огіка систем числення

Означення 1.1.1. Системою числення називають систему відоб­
раження будь-яких чисел за допомогою обмеженого числа знаків.

Залежно від способів відображення чисел цифрами, системи 
числення діляться на позиційні і непозиційні.

Означення 1.1.2. Н епозиційною  системою числення нази­
вають систему, в якій кількісне значення кожної цифри не залежить 
від місця у відображенні числа, а визначається лише самим симво­
лом числа. Так, наприклад, число ЗО десяткової системи числення в 
римській непозиційній системі позначають як число XXX, яке має 
у всіх розрядах один і той же самий символ X, що означає 10 оди­
ниць незалежно від його позиції у відображенні числа.

Означення 1.1.3. Позиційною системою числення називають 
систему, в якій кількісне значення кожної цифри залежить від її мі­
сця у відображенні числа. Наприклад, число 575, представлене в 
десятковій системі числення, має в найстаршому і наймолодшому 
розрядах цифру 5. Цифра 5 у старшому розряді має вагу в 100 раз 
більшу, ніж у молодшому розряді.

У позиційній системі числення будь-яке число, яке має відо­
браження

Аа = ± а г а2 -аг ..ак_г ак,

може бути представлене у вигляді такої суми
я, • а2 ■ аг...ак_х -ак =а,-д '~х + а2 • д'~2 + а3 • д‘~г + ... +

+я*-Г0,_*+1+«* V"*.
де к — кінцева кількість розрядів у відображенні числа; а, —  цифра 
/-го розряду; д —  основа системи числення; і —  фіксоване число,
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яке визначає положення коми; і — порядковий номер розряду; д ' —  
вага г'-го розряду.

Цифри а, повинні задовольняти нерівності 0 < а, < д — \.

О значення 1.1.4. О сновою  системи числення д називають кі­
лькість символів, які використовують для відображення числа в да­
ній позиційній системі числення.

За основу системи числення д мають будь-яке число, яке задо­
вольняє умові д > 2 .

У  двійковій системі числення д = 2 і для зображення чисел ви­
користовують символи (1, 0), у вісімковій д = 8 і для зображення 
чисел —  символи (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), а у шістнадцятковій —  д =  16 
і для зображення чисел символи —  (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, А, В, 
С, Д  Е, Р), де А  = 10; В  = 11 ; С =  1 2 ; / ) =  1 3 ; £ =  1 4 ; ^ =  15.

Д війкова система числення є основною системою  числення, в 
якій виконують арифметичні і логічні операції в комп’ютерах, тому 
що для її технічної реалізації широке застосування знайшли двох- 
позиційні електронні елементи.

Суттєве значення при виконанні арифметичних та логічних опе­
рацій у комп’ютерах має переведення чисел із десяткової системи 
числення в двійкову, вісімкову та шістнадцяткову і навпаки. Для 
переведення цілих чисел найчастіше використовують алгоритм ді­
лення заданого числа на основу числа, в систему якої його перево­
дять. Даний алгоритм переведення чисел із системи числення з ос­
новою д є універсальним і найбільш  широко застосовується на 
практиці. Він має такі кроки.

1. Розділити число, яке переводять, у системі числення з осно­
вою д на основу р  за правилом системи числення з основою д.

2. Перевірити, чи не дорівнює частка нулю. Якщо не дорівнює, 
то прийняти її за нове число й повернутися до кроку 1.

3. Якщо частка дорівнює нулю, то виписати всі отримані зали­
шки від ділення в порядку, зворотному їх отриманню.

4. Отриманий запис є записом числа в системі числення з осно- 
иою р.

Приклад 1.1.1. Перевести число 13(Ш) десяткової системи чис­

лення у двійкову й виконати перевірку розв’язку.
Р о зв’язання. У відповідності з алгоритмом переведення цілих 

чисел ділимо послідовно число 13 десяткової системи числення на 
основу двійкової системи числення (число 2), в результаті чого 
отримаємо
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13
(10)

1101
(2 )'

Для перевірки, у відповідності з 1.1.1, записуємо формулу пере­
ведення чисел двійкової системи числення у десяткову

а„ • 2" + а„_і • 2” 1 + ... + а\ • ]1 + ао • 1° — А, (1.1.2)

де а„, а„ _ 1, . . . ,  а], ао — цифри двійкового числа, які приймають зна­
чення 0 або 1;

А  —  ціле десяткове число.
Використовуючи формулу 1.1.2, отримаємо 1 • 23 + 1 ■ 22 + 0 ■ 2 і +

+ 1 • 2° = П1 ^  °  (10)

Приклад 1.1.2. Перевести число І2 5 (і0) десяткової системи чи­

слення у вісімкову й виконати перевірку розв’язку.
Р о зв ’язання. У відповідності з алгоритмом переведення цілих 

чисел послідовно ділимо число 125 десяткової системи числення на 
основу вісімкової системи числення (число 8), у результаті чого 
отримаємо
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Для перевірки застосуємо формулу 1.1.1 переведення числа із 
вісімкової системи числення у десяткову

V  8" + ЬЯ. 1-8"-' + . . . + Ь , - 8 '  + 60 ■ 8 0 = В, (1.1.3)

де Ьп, Ьп-. і, ... ,  Ь\, Ь0 — цифри числа вісімкової системи числення;
В  —  ціле десяткове число.
Використовуючи формулу 1.1.3, отримаємо 1 ■ 8 2 + 7 • 8 і + 

+ 5 ■ 8 °  = 125{10)

Приклад 1.1.3. Перевести число 1822 (Ш) десяткової системи

числення у шістнадцяткову і виконати перевірку розв’язку.
Розв'язання. У відповідності з алгоритмом переведення цілих 

чисел, послідовно ділимо число 1822 десяткової системи числення, 
на основу шістнадцяткової системи числення (число 16), у резуль­
таті чого отримаємо

1822 16
161808 113 

І 4  112 7 

1 0

16

1822 (10) 71£(і6)

Для перевірки застосуємо формулу 1.1.1 переведення числа із 
шістнадцяткової системи числення у  десяткову

сп ' 16й + сп.\ ■ 1 6 й-1 + . . .  + с, • 16 і +С 0 - 16° = С , (1.1.4)

де с„, с„_ і, Сі, с0 — цифри шістнадцяткової системи числення;
С  —  ціле десяткове число.
Використовуючи формулу 1.1.4, отримаємо

7- 16 2 + І • 16 1 + 14- 16° = 1822(І0).

Для переведення дробових чисел використовую ть алгоритм 
множення даного числа на основу числа, в систему якої його пере­
пилять. Даний алгоритм має такі кроки.

13



1. Помножити дробове число з основою ^  на основу системи 
числення р , у яку його переводять.

2. У кожному добутку виділити цілі частини, якщо такі є.
3. Виділені цілі частини добутку і є цифрами дробової частини 

числа.

Приклад 1.1.4. Перевести число 0,45 (10) десяткової системи чис­

лення у двійкову з точністю І О-4 й виконати перевірку розв’язку.
Р о з в ’язання. В ідповідно з алгоритмом переведення дробових 

чисел, послідовно чотири рази множимо дробове число 0,45 десят­
кової системи числення на основу двійкової системи числення (чи­
сло 2), в результаті чого отримаємо

0,45 0,90 0,80 0,60
X X X X
__ 2 _2 _ 2
0,90 1,80 1,60 1,20

= 0,01 1 1(2)

Для перевірки застосуємо формулу 1.1.1 переведення дробових 
чисел двійкової системи числення у десяткові

а г  2 - ' + а2 - 2~г + ... + апЛ ■ 2 “(""1) + а„ ■ 2 “" = А , (1.1.5)

де а\, а2, ... а„_і, а„ —  цифри двійкового числа, які приймають зна­
чення 0 або 1;

А  —  дробове десяткове число.
Використовуючи формулу 1.1.5, отримаємо

0 • 1 -■+ 1 • Г 2 + 1 • Г 3 + 1 ■ Г 4 = 0,4375 (10)

Неточність викликана обмеженням перетворення заданого де­
сяткового дробового числа до четвертого знака.

Приклад 1.1.5. Перевести число 0,32 (10) десяткової системи чис­

лення у вісімкову з точністю 10 _3 й виконати перевірку розв’язку.
Розв ’язання. Відповідно з алгоритмом переведення дробових чи­

сел, послідовно три рази множимо дробове число 0,32 десяткової 
системи числення на основу вісімкової системи числення (число 8), 
в результаті чого отримаємо
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0,32 0,56 0,48
х х х  
__ 8 __8 _8
2,56 4,48 3,48

= 0’243(8) •

Д ія  перевірки застосуємо формулу 1.1.1 переведення дробових 
чисел із вісімкової системи числення у десяткову.

Ьі - 8’1 +Ь, • 8 '2 + ...+ Ь„.Г 8-(”Ч) +Ь„- 8 '" = 5 , (1.1.6)

де Ь і , ... ,  Ь„.і, 6„ —  цифри вісімкового числа;
В  —  дробове десяткове число.
Використовуючи формулу 1.1.6, отримаємо 2 • 8 _І+ 4- 8 '2 + 

3 - 8 - 3 = 0,3183 (10).

Приклад 1.1.6. Перевести число 0,64 (10) десяткової системи чи­

слення у шістнадцяткову з точністю до 10 ~3 й виконати перевірку 
розв’язку.

Р о зв ’язання. В ідповідно з алгоритмом переведення дробових 
чисел, послідовно три рази множимо дробове число 0,64 десяткової 
системи числення на основу ш істнадцяткової системи числення 
(число 16), в результаті чого отримаємо

0,64 0,24 0,84
х х х  

16 16 16
10,24 3,84 13,44

0 ,64(ІО) = 0 ,Л ЗД {16).

Для перевірки застосуємо формулу 1.1.1 переведення дробових 
чисел із ш істнадцятирічної системи числення в десяткову

с, • 1 6 -1 + с г 16~2 + ...+ся_і •16~("~,) + с „ Л 6 ~ п = С ,  (1.1.7)

іс сі, сі, . .. ,  с „ -ь  с„ — цифри шістнадцяткового числа;
С  —  дробове десяткове число.
Використовуючи формулу 1.1.7, отримаємо

10 ■ 16ч  + 3- 16~2 + 13 16_3 = 0 ,6 3 9 8 (10).
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Для переведення змішаних чисел із десяткової системи числен­
ня в інші, необхідно виконати переведення цілої і дробової частин 
окремо згідно з їх алгоритмами, а отримані результати об’єднати.

Приклад 1.1.7. Перевести число 1822,64 (10) десяткової системи

числення у шістнадцяткову з точністю 10 3.
Розв ’язання. Використовуючи дані переведення цілої частини 

числа (приклад 1.1.3) і дробової (приклад 1.1.6), отримаємо число в 
шістнадцятковій системі числення, яке матиме вигляд

1822,64 (10) = 7 1 ^ 3 £ ) (16).

- Дуже часто при переведенні десяткових чисел у двійкові вико­
ристовують проміжне переведення їх у вісімкову або шістнадцят­
кову систему числення з подальшим записом кожної їх цифри у ви­
гляді трьох- або чотирьохзначного двійкового числа.

Приклад 1.1.8. Перевести число 257 ,36 (8) вісімкової системи

числення у двійкову.
Р о зв ’язання. Записуючи кожну цифру вісімкового числа у ви­

гляді тріад двійкового числа, отримаємо

2 5 7 , 3 6 =  010 101 111, 011 110(2).

Приклад 1.1.9. Перевести число А 7 Р В ,Б 5С (16) ш істнадцяткової

системи числення у двійкову.
Р о зв’язання. Записуючи кожну цифру шістнадцяткової системи 

числення у вигляді тетрад двійкового числа, отримаємо

А 1Р Б , Б 5 С (16) = 1010 0111 1111 1101, 1011 0101 1100(2).

Переведення двійкових чисел у вісімкову систему числення від­
бувається таким чином. Задане двійкове число розподіляю ть на 
тріади справа наліво —  для цілих чисел і зліва направо —  для дро­
бових чисел, а для змішаних —  від коми, як уліво, так і вправо.

Переведення двійкових чисел у шістнадцяткову систему числення 
відбувається аналогічно, як і для вісімкової системи числення, але 
розподіл двійкового числа відбувається не на тріади, а на тетради.

Переведення двійкових чисел у двійково-десяткові відбувається 
шляхом поділу двійкового числа на тетради справа наліво для ці­
лих чисел, а для змішаних від коми, як уліво, так і вправо.
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1.2. Л огіка арифметичних операцій 
над двійковими числами

В цьому параграфі розглядаються чотири арифметичні операції 
к двійковій системі числення (додавання, віднімання, множення і 
ділення).

Д одавання. При додаванні двійкових чисел необхідно користу- 
натись такими правилами

а) 0 + 0 = 0; 6 ) 0 +  1 = 1 ;  в) 1 + 0 = 1 ;  г) 1 + 1 = 10. (1.2.1)

Двозначна сума додавання в 1.2.1 г означає, що при додаванні 
двійкових цифр, які дорівнюють 1, виникає перенос 1 до сусіднього 
старшого розряду. Цей перенос повинен бути добавлений до суми 
цифр, які утворюються в сусідньому розряді зліва.

Приклад 1.2.1. Виконати додавання двох двійкових чисел А\ =
І ЮНОЇ і А 2 = 1001 11 1.

Р озв’язання. У відповідності з 1.2.1, виконуємо порозрядне до­
давання двійкових чисел А\ і А\

Безпосередньо під двома доданками записаний результат по­
ро (рядного додавання без урахування переносів. У тих розрядах, в 
яких обидва доданки дорівнюють 1, порозрядна сума дорівнює 0, і 
н цих розрядах утворилося перенесення в сусідній старший розряд, 
який відмічений у стрічці 1. У результаті додавання стрічки пороз- 
рядних сум із стрічкою переносів отримаємо кінцеву суму.

Віднімання. При відніманні двійкових чисел необхідно корис- 
іуматись такими правилами:

а) 0 - 0  = 0; б ) Г - 0 = 1; в) 1 -  1 = 0; г) 1 0 - 1  = 1. (1.2.2)

Крім цього, необхідно пам’ятати, що

1101101
1001111
0100010

—  А\
— Аг

порозрядна сума без урахування переносів
+

1 1 1 1  — переноси
10111100 —  А і + А 2

1000...0 —1 = 111..1 . (1.2.3)
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Якщо при порозрядному відніманні необхідно відняти із нуля 
одиницю, то береться позичка в сусідньому розряді, тобто одиниця 
старшого розряду має вигляд двох одиниць даного розряду. Відні­
мання в цьому випадку виконується у відповідності з 1.2.2 г. Якщо 
в сусідньому старшому розряді або декількох старших розрядах мі­
стяться нулі, то позичка береться у найближчому старшому розряді 
з одиниці. Ця одиниця у відповідності з 1.2.3 має вигляд суми чис­
ла, яке складається із одиниць у всіх проміжних розрядах, в яких 
містились нулі, і двох одиниць у даному розряді. Віднімання у да­
ному розряді виконується у відповідності з 1.2.2 г, а у всіх проміж­
них розрядах —  згідно із 1.2.2 б і 1.2.2 в.

Приклад 1.2.2. Виконати віднімання двох двійкових чисел А х =
= 11000011 іЛ 2 = 10100110.

Розв’язання. У відповідності з 1.2.2 виконаємо порозрядне від­
німання двійкових чисел А і і А 2

11000011 —А,
10100110 —  Аг
00011101 —  А і “  А 2

У двох молодших розрядах не було необхідності робити позич­
ку. Для третього розряду вона зроблена із сьомого розряду (най­
ближча одиниця). В проміжних розрядах віднімання відбувається із 
одиниці.

Множення. Множення двох двійкових чисел виконується так 
само, як і множення двох десяткових. Тобто, множене послідовно 
множиться на кожну цифру множника, розпочинаючи з молодшої 
або із старшої. Для врахування ваги відповідної цифри множника 
результат рухається або вліво, якщо множення відбувається, почи­
наючи з молодшого розряду множника, або вправо, якщо множен­
ня відбувається, починаючи із старшого розряду множника. При 
цьому рух відбувається на таке число розрядів, на яке відповідний 
розряд множника зсунутий відносно молодшого або старшого його 
розряду. Отримані в результаті множення і. зсуву часткові добутки 
після додавання дають повний результат множення.

Приклад 1.2.3. Виконати множення двох двійкових чисел А\ = 
== 10101 і = 1011 зсувом вліво і вправо.

Розв’язання. У відповідності з викладеними вище правилами 
множення, воно матиме такий вигляд для зсуву:
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Вліво Вправо
1 0 1 0 1 1 0 1 0 1

X X

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1

10101 10101
10101 10101
11100111 11100111

Якщо множене, або множник, або разом вони мають цілу і дро­
бову частини, то множення таких чисел відбувається як множення 
цілих чисел, без урахування ком, а потім від отриманого добутку 
справа відділяється комою (т + гі) від розрядів, де т —  кількість 
дробових розрядів множеного, а п —  кількість дробових розрядів 
множника.

Д ілення. Ділення двох двійкових чисел відбувається аналогіч­
но діленню двох десяткових. Спочатку розглянемо ділення цілого 
діленого на цілий дільник. Ділення розпочинається з того, що від 
цілого діленого зліва відділяється мінімально можлива група роз­
рядів, яка дорівнює або перевищує численно дільник на один роз­
ряд. Якщо виділення такої групи можливо, то в старший розряд ча­
стки записують 1, якщо ні, то —  0.

Якщо виявилось, що частка має цілу частину, то утворюється 
нона група шляхом віднімання із виділеної групи дільника і припи­
су нання до різниці чергової цифри діленого. Якщо при цьому 
т р и м а л и  число, яке перевищує дільник, то до частки записують 
нас гупну цифру, рівну 1, а якщо ні, то — 0.

У подальшому виконують ряд однакових циклів. Якщо остання 
цифра частки дорівнювала 1, то нова група утворюється шляхом 
піднімання дільника із старої групи і дописування наступної цифри 
діленого. Якщо в результаті отримали число, яке перевищує діль­
ник, то до частки записують наступну цифру, яка дорівнює 1, а як­
що ні, то -  0.

Якщо остання цифра частки дорівнює 1, то нова група утворю- 
< і і.ся шляхом віднімання дільника із старої групи і приписування 
нисгупної цифри діленого. Але якщо остання цифра частки дорів- 
ни>< 0, то для утворення нової групи достатньо приписати до старої 
і руни наступну цифру діленого.

( )станню цифру цілої частини частки отримаємо тоді, коли піс­
ня кіпначення чергової цифри частки (1 або 0) в діленому не зали-
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шилося більше цифр для того, щоб приписувати їх до різниці між 
старою групою і дільником або до самої старої групи. Після цього 
розпочинається обчислення дробових членів частки. Воно відрізня­
ється від обчислення цілих членів тільки тим, що замість чергових 
цифр дільника до старих груп приписують нулі.

Приклад 1.2.4. Виконати ділення двох двійкових чисел А х = 
= 110111 і А 2 = 10010 при умові, що в одному випадку діленим є А и 
а дільником А 2, а в іншому —  навпаки

При виконанні арифметичних операцій у ком п’ю терах числа 
кодуються спеціальними машинними кодами. Для цього викорис­
товують прямий, додатковий, обернений і модифікований коди, які 
дозволяю ть замінити операцію  віднімання операцією  додавання, 
що спрощує арифметико-логічний пристрій комп’ютера.

П рям и й  код заснований на представленні чисел у вигляді їх 
абсолютного значення з кодом знака плюс або мінус.

Формула для знаходження прямого коду двійкового числа Л і = 0, 
сі] а і ... а„ має такий вигляд:

Приклад 1.3.1. Записати двійкові числа А х = + 0,10110 і А 2 = 
= -  0,10110 в прямому коді.

Р о зв ’язання. У відповідності з формулою 1.3.1, дані числа мати­
муть такий вигляд:

110111 110010

10010
10011

11

10010 І110111 
0,0101

1001000

10010
110111

01000100
1 —  залишок

110111
1101 —  залишок

1.3. Л огіка  п редставлен н я д в ій ко ви х  чисел 
у прям ом у, додатковом у, оберненому 

та  м одиф ікованом у кодах

А, якщо А > 0, 
1 -  А, якщо А  < 0.

(1.3.1)
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Лі„ = 0 ,10110 ,Л 1п = 1 -  ( -  0,10110) = 1,10110.

Із формули 1.3.1 виходить, що нуль у прямому коді може бути 
ик додатним, так і від’ємним

Д одатковий  код. Ф ормула для зображення додаткового коду 
шийкового числа А має вигляд

Приклад 1.3.2. Записати двійкові числа Д  = + 0,11010 і Д , =
0,11010 у додатковому коді.
Р озв’язання. У відповідності з формулою 1.3.2 дані числа мати­

муть такий вигляд:

Іч формули 1.3.2 і прикладу випливає, що додатковий код дода- 
шого числа збігається із зображенням додатного числа прямого
іч іду, а для зображення від’ємного числа в додатковому коді необ­
хідно у знаковому розряді записати одиницю, а у всіх числових 
ро їрядах нулі замінити на одиниці, а одиниці -  нулями і до отри- 
миіюго результату додати одиницю до молодшого розряду.

В додатковому коді від’ємний нуль відсутній.
О бернений код. Формула для зображення оберненого коду 

шийкового числаЛ  має такий вигляд:

Приклад 1.3.3. Записати двійкові числа Д  = + 0,10110 і Д  =
О.І0110 в оберненому коді.
Г<>/в'язання. У відповідності з формулою 1.3.3 дані двійкові чи-

• по митимуть такий вигляд:

Д  =0,10110, А, = 1 0 -0 ,1 0110 -0 ,00001  = 1,01001.ІО 5 ' АО 5 ’ 5

11 формули 1.3.3 і прикладу випливає, що обернений код додат- 
11< 11 о числа збігається із зображенням додатного числа прямого ко-

А = + 0,00...00, 
А  = -0 ,0 0 .. .0 0 ,

А„ = 0,00...00, 
А„ = 1,00...00.

(1.3.2)

А1д = 0 ,11010, А1д = 1 0 +  (-0 ,11010) = 1,00110.

А, якщо А > 0,

10 + А - 10п , якщо А < 0.
(1.3.3)
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ду, а для зображення від’ємного числа в оберненому коді необхідно 
у знаковому розряді записати одиницю, а у всіх числових розрядах 
нулі замінити на одиниці, а одиниці —  нулями.

В оберненому коді відображення нуля неоднозначне і має такий 
вигляд:

А = + 0,00...00, Л0 = 0,00... 00;
А = -  0,00...00, Л0 =  1,11. ..11.

М одифіковані коди. Ці коди використовують для виявлення 
переповнення розрядної сітки, яке може статися при додаванні 
двійкових чисел. М одифіковані коди відрізняються від простих 
машинних кодів тим, що на відображення знака в них відводяться 
два розряди. Плюс відображається двома нулями, а мінус —  двома 
одиницями.

Переведення двійкових чисел у модифіковані прямі, додаткові 
та обернені коди відбувається за правилами наведеними в форму­
лах 1.3.1, 1.3.2 і 1.3.3.

Приклад 1.3.4. Записати двійкові числа Д  = + 0,11010 і Д  = 
= -  0,11010 в прямому, додатковому і оберненому модифікованих 
кодах.

Р озв’язання. У відповідності з визначенням модифікованого коду, 
а також використовуючи формули 1.3.1, 1.3.2 і 1.3.3, дані коди ма­
тимуть такий вигляд:

А” =00,11010, А” =00,11010, А" =00,11010,

А ” = 11,11010, =11,00110, А ” = 11,00101.

1.4. Л огіка додавання і віднімання двійкових чисел

Додавання чисел у модифікованому додатковому коді з фік­
сованою комою відбувається за правилами двійкової арифметики 
(§1.2). Одиниця переносу, яка виникає у старшому знаковому роз­
ряді суми, відкидається. Знаковим розрядом числа є другий зліва 
від коми розряд, а перший використовується для аналізу перепов­
нення розрядної сітки.

Приклад 1.4.1. У модифікованому додатковому коді додати двій­
кові числа Д  і Д  при умові:
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а) А1 > 0; 4 > 0 ;  А, + А1 > 0; Ах = + 0,1101; 4  = + 0,0001.

а ;; = оодюі
+
4™ = 00,0001 

А,та + А ”д = 00,1110; ( 4  + 4 ) ” = 00,1110.

б) 4  > 0; А2 <0;  А,  + Л 2 >0;  А х= + 0 ,1 101;Л 2 = “ 0,0001.

4" =00,1101
+

4 "  = И .1111
4 "  + Аи  = 00,1100; (А і + А 2) " =  00,1100.

Одиниця переносу із старшого знакового розряду не враховується.
в) А\ < 0; А2> 0; А, + А 2< 0; А х = -0 ,1101 ; Л2 = +0,0001.

4 "  = 11,0011
+

4 "  = оо,оооі
4 а  + 4 "  = 11.0100; (Лі  + А ^  =11,1100.

г М ,< 0 ;  Л2 < 0 ; А\  + А 2 < 0; Л , = -  0,1101; А г = -  0,0001.
4" =11,0011

+

4 "  = і і , і і п
4" + = 11,0010; (Л, + ^ 2) :  = 11,1110.

( )диниця переносу із старшого знакового розряду не враховується. 
Д одаванн я чисел у м одиф ікованом у оберненому коді з ф ік- 

і'оііііііою ком ою  виконується так, як і в додатковому коді. Різниця 
ііиііяі ає тільки в тому, що одиницю переносу із старшого знакового 
|и> іряду (якщо вона є) необхідно додати до молодшого розряду суми.

Приклад 1.4.2. В модифікованому оберненому коді додати двій- 
иииі числа /41 і А 2 при у м о в і:

а) Л, > 0; А 2 > 0 ;  А , + А 2 > 0; А х ь  + 0,1101; Л 2 = + 0,0001.
4 "  =о о,п о і

+
4" =оо,оооі

Л,: + 4 ^  = 00,1110; (Аг + А 2) тп =00,1110.
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6 ) ^ ! > 0 ; ^ 2 <0;у4і + ^ 2 > 0 ;Л і  = + 0,1101;^2 = -0 ,0 0 0 1 . 
А " =  00,1101

+
<  = 11,1110

А,: + <  = 100,1011;
1----- ^  + 1 — циклічний перенос

А?0 + <  = 00,1100; (А, + Л2) ? = 00,1100.

в) А , < 0 ; А 2 > 0 ; А ,  + А 2 < 0 ; А , = - 0 ,1  Ш ; А 2 = + 0,0001. 
4 "  = 11,0010

+
Л2та =00,0001

а :  + < = 1 1 ,0 0 1 1 ;  (А,+ А 2) ї = 11,1100.

г)Л , < 0 ; А 2 < 0 ; А ,  + А 2 < 0 ; А ,  = -  0,1101; Л2 = -  0,0001. 
<  = 11,0010

+ 1 — циклічний перенос
<  + 4 "  = 11,0001; (А, + А 2) тп = 11,1110.

Переповнення розрядної сітки при додаванні в простих кодах.
При додаванні двох двійкових чисел, які за абсолютною величиною 
менші одиниці, код суми за абсолютною величиною може бути бі­
льшим за одиницю або дорівнювати їй. У цьому випадку буде пе­
реповнення розрядної сітки, що приведе до спотворення результату 
додавання.

Приклад 1.4.3. В додатковому коді додати двійкові числа А \ і 
А 2 при умові:

' а ) А І > 0 ; А 2> 0 ; А І + Л 2 >0 ; Л ,  = + 0,1101 ; А 2 = + 0,0111.
Ад =о,поі

+
Агі =0,0111

АІд + А2д = 1,0100; (А,  + А1) л = 1,1100.
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б ) Л і< 0 ;Л 2 < 0 ;Л ,  + А г < 0; А,  = -  0,1101; А 2 = -  0,0111.
4 а  = 1.0011

+

4 а  = 1.1001 
4 , +  4 ,  = 10,1100; (А, + ^ 2 ) ,  = 0,1100.

Як випливає із прикладу 1.4.3, додавання в додатковому двійко­
вому простому коді привело до повного спотворення результату як за 
знаком, так і значенням числа через переповнення розрядної сітки. В 
першому випадку (1.4.3, а) переповнення розрядної сітки відбулося 
шляхом переносу в знаковий розряд при відсутності переносу із роз­
ряду знака, а в другому випадку (1.4.3, б) переповнення відбулося в 
знаковому розряді при відсутності його в розряді числа. Для уникнен­
ня таких спотворень і використовують модифіковані машинні коди.

Переповнення розрядної сітки при додаванні в модифікованих 
машинних кодах виявляють шляхом порівняння знакових розрядів 
отриманої суми. Дане твердження покажемо на такому прикладі.

Приклад 1.4.4. Виконати додавання двійкових чисел А х і Аг,  за­
д іти х  в умові прикладу 1.4.3, використовуючи модифікований ма­
шинний код.

Р о з в ’язання.  В икористовую чи умови прикладу 1.4.3, а також  
представлення двійкових чисел у модифікованому коді, отримаємо:

б) А ” =11,0011
+

4” = п,іооі
( 4  + А 2)%= 110,1100;

і:-------зникає

Як випливає із прикладу 1.4.4, в знакових розрядах отриманої 
і уми додатних доданків маємо комбінацію «01», а від’ємних —  
и 10», що є ознакою переповнення розрядної сітки.

Додавання і віднімання двійкових чисел із плаваю чою  ко­
мою відбувається за три кроки. На першому кроці необхідно вико- 
піші вирівню вання порядків чисел. У  будь-якому числі з плава- 
іочою комою вага N : одиниці і-го розряду мантиси визначається не 
і іпі.ки позицією  даного розряду, але і порядком р  числа, тобто 

N І 2 ^  , де і —  номер позиції, рахуючи вправо від коми.

а) 4 “  =  00,1101
+

4 ” =00,01 п  
(А,  + ^ 2 ) ?  =01,0100;
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При додаванні мантис необхідно, щоб вага одиниць одноймен­
них розрядів мантиси чисел була однаковою. Для цього мантиси 
переміщуються відносно одна одної так, щоб їх порядки стали рів­
ними. При вирівнюванні порядків отримувати мантиси більше 
одиниці не дозволяється, і тоді їх необхідно рухати у бік більшого 
порядку. Мантиси з меншим порядком рухаються вправо на кіль­
кість розрядів, яке дорівнює різниці порядків.

На другому кроці відбувається додавання мантис із вирівня­
ними порядками, яке відбувається аналогічно додаванню чисел із 
фіксованою комою. Для додавання від’ємних мантис використову­
ють додатковий або обернений модифіковані двійкові коди. Сума 
мантис є сумою чисел. Порядок суми чисел дорівнює спільному 
порядку доданків, тобто порядку більшого числа.

На третьому кроці відбувається нормалізація отриманого ре­
зультату. При додаванні мантис за абсолютною величиною мен­
ших одиниці можливі випадки переповнення розрядної сітки —  
порушення нормалізації зліва від коми. Ознакою такого порушення 
нормалізації є поява в знакових розрядах модифікованого коду су­
ми різних цифр (наприклад, 01,101... або 10,101...). Для встанов­
лення нормалізації мантиса суми рухається на один розряд уліво, а 
порядок суми збільшується на одиницю.

При додаванні мантис можливі випадки отримання результату, 
меншого 0,1...(двійкове число), тобто порушення нормалізації спра­
ва від коми.

Виявом такого порушення є значення в мантисі суми одного 
або підряд декількох нулів справа від коми. При нормалізації вліво 
мантиса рухається вправо на таку кількість розрядів, щоб старша 
цифра мантиси була відмінна від нуля. Порядок суми зменшується 
на кількість одиниць, рівну числу рухів мантиси при нормалізації. 
Якщо всі розряди мантиси суми дорівнюють нулю, то нормалізація 
не відбувається, а порядок суми дорівнює нулю.

Приклад 1.4.5. Використовуючи плаваючу кому, додати два двій­
кові числа:

+101 +100 •

А, = + 0,10100- 10 і А 2 = ~ 0 , 10110- 10

Розв ’язання. Розв’язання виконаємо за три кроки. На першому 
кроці для вирівнювання порядків доданків необхідно із порядку 
числа А\ відняти порядок числа А 2. Віднімання замінюємо додаван­
ням порядків у модифікованому додатковому коді:
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РТ =00,101
л 1д

+
РТ = 11,100

( Р а + РА2П  ~ 00,001;

Так як на одиницю більше РАі, то рухаємо мантису числа А 2

нираво на один розряд, тобто М А = 1 ,10110—► 1,01011.

На другому кроці додаємо мантиси чисел А\ і А 2 в модифікова­
ному додатковому коді:

М тА = 00 ,10100
А \д ’

+
М т. =11,10101А->л 7

( м т. +Мт. Г  =00,01001.V 4а л1д )д ’
+ 101

На третьому кроці нормалізуємо результат 0,01001 • 10 
Для цього рухаємо мантису суми на один розряд вліво і із зна­
чення порядку суми віднімаємо одиницю . В результаті цього
т р и м а є м о  нормалізований результат додавання чисел А \ + Аг =

+100
- 0 ,1 0 0 1 - 1 0

Приклад 1.4.6. В икористовую чи плаваю чу кому, додати два
+011 . +101 диійкових числаЛі = + 0,10100 • 10 \А2 = + 0,11100 • 10

Разе ’язання. Вирівнюємо порядки доданків 

Р =00,011

Р? = 11,011
л 2д

( ^  + ^ ) ?  = 1 М Ю ;  (РА+РАг): =11,010.

Як і в попередньому прикладі, для віднімання використаємо 
ми/інфікований код. Так як РА< на дві одиниці менше Р А , то руха-

і ми имраво мантису  ̂ = 0,10100 —► 0,00101. Тепер додаємо

ммш иси чисел А і і А 2 та отримаємо
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Нормалізуємо отриманий результат додавання чисел Аі + А 2 =
+ 101

= 01,00001 10 , для чого рухаємо мантису на один розряд вправо
і збільшуємо порядок числа на одиницю. В результаті цього отрима-

+110

ний результат матиме слідуючий вигляд А і + А 2 = 0,100001 -10

Контрольні запитання

1. Які системи числення застосовують у комп’ютерах?
2. Яку систему числення називають двійковою, вісімковою, шістна- 

дцятковою?
3. Як переводять цілі і дробові числа із десяткової системи числення 

у двійкову і навпаки?
4. Як переводять цілі і дробові числа з десяткової системи числення у 

вісімкову і навпаки?
5. Як переводять цілі і дробові числа з десяткової системи числення у 

шістнадцяткову і навпаки?
6. Чим відрізняються між собою двійкова, вісімкова і шістнадцяткова 

системи числення і в яких частинах комп’ютера вони застосовуються?
7. Які арифметичні операції можна виконувати у двійковій системі 

числення?
8. Що таке прямий, додатковий і обернений коди?
9. Для яких цілей застосовують додатковий і обернений коди?

10. Яка різниця між додатковим і оберненим кодом?
11. Що таке модифікований код і для яких цілей його застосовують?
12. Що називають мантисою і порядком у двійковому числі?
13. Що таке переповнення розрядної сітки при додаванні в модифіко­

ваних машинних кодах?
14. Яка різниця в додаванні і відніманні двійкових чисел з фіксованою 

і плаваючою комою?
15. Що називають нормалізацією числа у двійковому коді і для яких; 

цілей її застосовують?
16. Чому для додавання і віднімання двійкових чисел у комп’ютерах 

застосовують плаваючу кому?



Задачі для самостійного розв’язування

1. Перевести числа 117 і 0,117 з десяткової у двійкову системи 
числення з точністю 10 4 й виконати перевірку.

2. Перевести числа 411 і 0,411 з десяткової у вісімкову системи 
числення з точністю 10 5 й виконати перевірку.

3. Перевести числа 1015 і 0, 1015 з десяткової в шістнадцяткову 
системи числення з точністю 10~5 й зробити перевірку.

4. Перевести число 30,156 з десяткової в двійкову систему чис­
лення з точністю 10-6 й виконати перевірку.

5. Перевести число 97,11 з десяткової у вісімкову систему чис­
лення з точністю  10"4 й зробити перевірку.

6. Перевести число 1115,48 з десяткової в шістнадцяткову сис­
тему числення з точністю 10“3 і виконати перевірку.

7. Виконати додавання трьох двійкових чисел А\ = 101001, Аг = 
111001,^4з = 100101.

8. В иконати віднімання двох двійкових чисел А \ = 110010, 
Л, -  101101.

9. Виконати множення і ділення двох двійкових чисел А\ = 11010, 
Л; 10101 .

10. Представити двійкові числа Л і = + 0,10011 і А 2 = -  0,01100
V прямому, додатковому і оберненому кодах.

11. Представити двійкові числа, наведені в задачі 10, у модифі- 
мжаному прямому, додатковому і оберненому кодах.

12. Виконати додавання двійкових чисел А\ = 0,01101 і А 2 =
0,10111 у модифікованому додатковому коді при у м о в і:

а)Л , > 0; А 2 > 0;Аі  + А 2 > 0;
в ) А і  > 0 ; А 2 <0; А]  + А 2 < 0;
н )А,  < 0 ; А 2 > 0 ; Л 1 + А 2 > 0;
і ) Л \ <  0; А 2 < 0;Аі  + А 2 < 0.
13. Виконати додавання двійкових чисел, наведених в задачі 12, 

у модифікованому оберненому коді.
14. В икористовую чи плаваю чу кому, виконати додавання і

+101

нормалізацію двійкових чисел А  і = + 0,010101 10 і А 2 =
+100

0,101101 • 10
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15. Використовую чи плаваю чу кому, виконати додавання і 

нормалізацію  двійкових чисел А \ = -  0,1010101 ■ 10 і А 2 =

= -0 ,0110110- ю + ш.

СіД  Коментарі

У даному розділі логіка систем числення взята із [25], логіка 
арифметичних операцій випливає із [22], а логіка представлення 
двійкових чисел, їх додавання і віднімання взяті з [22,25].
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Розділ 2  

ЛОГІКА БУЛЯ

2.1. О сновні визн ачен н я

О значення 2.1.1. Ф у н к ц ію /(х ,,  х2, ... ,  хп) називають логіч ­
ною (булевою ), якщо вона також, як і її змінні < х ,, х2, ... ,  хп >, 
приймає лише два значення 0 і 1, які називають логічними констан-
ІІІМИ.

О значення 2.1.2. Дві логічні функції / х ( х х, х2, хп) і / 2 
( х,. х2, ... ,  хп ) називають р івни м и , якщо вони приймають однако- 
ні імачення на всіх можливих наборах їх змінних, виконуючи при 
цьому умову

_/1 ( х х, х2, ■ ■ •, Хп ) — £2 ( •*! > ’ • • • > )•

О значення 2.1.3. Змінну х( у логічній функції називають істот­
ною, якщо для неї виконується умова

/ ( * , ,  ... ,  , 0, х і+і, .. . ,  х„) Ф / ( * , ,  .. . ,  , 1, х м  , . . . ,  х„ )

О т очення 2.1.4. Змінну хі у логічній функції називають неіс- 
іо ін ою  (ф іктивною ), якщо

/ ( а , ,  Xч ,0 ,  х м , . . . ,  Хя ) = / ( х 1, ... ,  * ч ,1 ,  *„)

мри ( >удь-яких значеннях решти змінних, тобто якщо значення змінної
V у (>удь-якому наборі не змінює значення функції. В цьому випадку 

фу нкція / ' ( дг,, х2, ... ,  хп ) фактично залежить від п -  1 змінної.
іпичення логічної функції може бути задано не на всіх можли­

вії і ішГюрах її змінних. На деяких наборах значення логічної функ­
ції можуть бути неповністю визначені. Такі логічні функції нази- 
ник <11, нсііовиістю  визн ачен и м и , або недовизначеним и.
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О значення2.1.5. Інтерпретацією логічноїф ункції/(х ,, х2, ..., хп ) 
називаю ть конкретне (індивідуальне) значення логічного набору 
< х ,, х2, ..., хп >.

Множину всіх двійкових слів позначають через А" і називають 
/г-вимірним логічним кубом, який містить 2" елементів слів \Ап\ = 2".

Наприклад, для п = 1 є всього 2 і = 2 слова —  (0) і (1), а за раху­
нок збільшення довжини слова на один символ кількість слів збі­
льшується в два рази. Для наочності зобразимо в одному рядку на­
бори логічних зм інних зростаю чої довж ини, а в іншому —  кіль­
кість різних наборів відповідної довжини

5 "̂ 2 (^1 5 -̂ 2 5 ”̂3 ) ’ ‘ * *5 ("̂ 1 ’ ^2 ’ *"5 )
2 і, 2 • 2 = 22, 2 • 2 - 2 = 23, ..., 2 ■ 2 • ...•2  = 2".

Тобто, кількість логічних функцій, які можна отримати з набо­
ру змінних ( х , , х 2, ... ,  х„), дорівнює 2 " . Але кожна логічна фун­
кція може приймати два значення 0 і 1, тоді число всіх можливих

9п
функцій буде дорівнювати 2 ~ .

2.2. Способи задання логічних функцій

Логічні функції можуть бути задані такими способами:
1. Таблицею істинності;
2. Порядковим номером, який має ця функція;
3. Аналітично (у вигляді формули).
Таблицею істинності називають таблицю, в якій кожну інтер­

претацію логічної функції поставлено у відповідність її значення.
Форма таблиці істинності приведена на рис. 2.2.1

X, х2 Xп /(х,, х2, Х„)

0 0 0 0 0

1 . 0 0 0

0 1 0 0

1 1 1 1 1
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В таблиці істинності, рис. 2.2.1, кожній змінній та значенню самої 
функції відповідає по одному стовпчику, а кожній інтерпретації —  по 
одному рядку. Кількість рядків таблиці відповідає кількості різних 
інтерпретацій логічної функції. Логічні функції ф(д:), які залежать 
під однієї змінної, наведені в табл. 2.2.1

Таблиця 2.2.1

X Фо Ф. ф 2 ф 3

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Кожній функції, відповідно до її значень, можна приписати такі 
на іни:

Ф0 = 0 —  функція константи 0;
(р, = х —  функція повторення змінної;
<р2 = х  —  функція інверсії або заперечення змінної;
Ф, = 1 -— функція константи 1.
Для двох зм інних/(х ,^) різні логічні функції приведені в табл. 2.2.2.

I г
II II
II І 
І І)
І І

22І\ кількість дорівнює 2 = 1 6 . Більшість із цих функцій вико-
|нн юнують у математиці, програмуванні і техніці, тому їх позна- 
'іґііпя, назви і прочитання приведені в табл. 2.2.3

Таблиця 2.2.3

11N ІІМІІЯ Позначення Назва Прочитання

/„1 Ч Г) 0 константа 0 константа 0

/,І1 г) д: & у  = х  А  
А у  = х  - у

кон’юнкція (логічне «і») х  і у

Таблиця 2.2.2

/о / і /2 / з /4 І 5 /б / 7 л / 9 /ю / ї ї / і  2 / з / і 4 / і  5

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
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Закінчення табл. 2.2.3

Функція Позначення Назва Прочитання

М х ,  У) х  А у заборона або заперечення імплікації х  і не у

/з  ( х , у ) X повторення перш ого аргументу я к х

М х , у ) у  А х заборона або заперечення оберненої 
імплікації

у  і не X

Я х , у ) У повторення другого елемента я к у

/ б(х ,у) X що виключає «або» (сума за модулем 2) х  не як у

М х , у ) X 4  ̂ у
стрілка П ірса (заперечення 
д и з’ю нкції) не X і не у

Л(х , У) х ~ у еквівалентність х  як у

/ю (Х,у) У заперечення другого елем ента н е у

А  Ах,  у ) у  —>х обернена імплікація х,  якщ о у  
(х або не у )

/ і  г(х , у) X заперечення перш ого елемента не X

/ і з  (х , у ) х - > у імплікація якщ о X, ТО у  
(н е х  або у)

М х , у ) х \ у функція Ш еффера (заперечення 
кон’юнкції) н ех  або не><

/ і  5 ( х , у ) 1 константа 1 константа 1

При заданні логічної функції порядковим номером кожній фу 
нкції привласнюють порядковий номер у вигляді натурального чи 
сла, двійковий код якого зображує стовпчик значень функції у таб 
лиці істинності. Вказаний порядковий номер функції, як двійковий 
так і десятковий, повністю визначає логічну функцію.

Приклад 2.2.1. Знайти порядковий номер функції /  (х, у), цщ 
приймає такі значення : / ( 0 ,  0) = 1 ,/(0 , 1) = 1 ,/(1 , 0) = 0 ,/ ( 1 ,  1) = 1, 

Розв ’язання. Будуємо таблицю істинності для заданої функції 
(х,у) ,  табл. 2.2.4.

Таблиця 2.2.4

X у Д х , у )

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1
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Як випливає з табл. 2.2.4, двійковий код, що відповідає значен­
ням функції, дорівнює 1101. Перевівши двійкове ЧИСЛО 1 101 2  У де- 
іяткову систему числення, отримаємо :

11012 =  1 • 23 +  1 • 22 +  0 • 2 і +  1 • 2° =  13,0

Таким чином, цьому числу відповідає розглянута функція ім­
плікації

/із  (*,у)  ~ х  —> у  (табл. 2.2.2 і табл. 2.2.3).

Приклад 2.2.2. П обудувати таблицю  істинності для логічної 
функції з порядковим номером 14.

Р озв’язання. Знайдемо двійкове число, що відповідає десятко­
вому числу 14, представимо його, як суму степенів числа 2 
М (ій) = 8 +  4 +  2 = 1 - 2 3 +  1 - 2 2 + 1 - 2 Г+ 0 - 2 °  = 1110(2).

Ііудуємо шукану таблицю  істинності, розташ увавш и отримане 
число у стовпчику значення функції таким чином, щоб молодший 
ро їряд виявився у нижчому рядку, табл. 2.2.5.

Таблиця 2.2.5

X У /м (х,у)
0 0 1
0 1 1
1 0 . 1
1 1 0

І аким чином, функції Ш еффера / и (х, у ) = х  | у  відповідає таб­
лиця істинності, табл. 2.2.5.

Мої ічні функції можуть бути задані і аналітично, тобто фор- 
мулнми. Наприклад, задана логічна функція/ (х, у , г) формулою

/ ( х , у , г )  = х  А у V  г.

Якщо у формулі відсутні дужки, то операції необхідно викону- 
ниш у такій послідовності: заперечення, кон’юнкція, диз’юнкція, 
іміпмклція та еквівалентність

< , А , V , —
Приклад 2.2.3. У заданій логічній ф у н к ц ії/(х, у,  г) = х  ~ у  —»

* , V ( розставити дужки.
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Розв ’язання. Враховуючи пріоритет виконання логічних опера­
цій, розставимо дужки для заданої функції

/ ( х , у , г ) = х ~ ( у  -> (г У  * )).

Приклад 2.2.4. У заданій логічній функції /  (х, у,  £) -  2 —і 
—> х л  у V  г  V х  розставити дужки.

Розв ’язання. Враховуючи пріоритет виконання логічних опера 
цій, розставимо дужки для заданої функції

/ { х , у , г )  = г  —К ( ( • їД ) ') у  2 ) Ух).

Перехід від заданої формули логічної функції до таблиці істині 
ності виконують таким чином. Установлюють значення функції ні 
всіх її інтерпретаціях. Потім розміщують в таблиці істинності ім 
терпретації в порядку збільшення відповідних їм двійкових номері* 
і записують отримані значення функції на кожній інтерпретації.

Приклад 2.2.5. Побудувати таблицю істинності для функції 

/ ( х , у , 2 )  = (х V у ) —.>2 .

Р о зв ’язання. Функція залежить від трьох змінних і, отже, дл 
неї є 2 3 = 8 інтерпретацій. Установлюємо значення функції на всі 
інтерпретаціях:

Д О , 0, 0) = (0 V 0 ) - »  0 = 0 V 0 = 1,

/ ( 0 , 0 ,  1) = (0 V 0 ) ->  1 = 0 V 1 = 1,

/ ( 0 ,  1 ,0) = (0 V 1 )->  0 = І  У 0  = 0,

Д О , 1 ,1 ) = (0 V 1)—> 1 = Т V 1 = 1,

Д 1 ,0 ,0 )  = (1 V 0 ) ->  0 =  1 У 0  = 0,
/ 0  > о, 1) = (1 V 0) > 1 = Т V 1 = 1,

Д 1 ,1 ,0 )  = (1 V 1 ) - > 0 =  1 У 0  = 0,

Д 1 ,1 ,1 )  = (1 V 1) > 1 = 1  У І = 1 .

Отримані значення функцій, у відповідності з їх інтерпретаці 
ми, заносимо в таблицю істинності, табл. 2.2.6.
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Таблиця 2.2.6

X У г / ( х , у , г )  = (х V  у) - > Т

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

2.3. Елементарні логічні функції

До елементарних логічних функцій, розглянутих у табл. 2.2.3, 
належать дванадцять функцій, які відіграють суттєву роль у теорії 
функцій алгебри логіки, а також їх практичному застосуванні при 
побудові різних електронних пристроїв і систем.

Ф ункцію / о ( х ,  у )  = 0 називають константою нуль. Вона зав-
/ьдії дорівнює «0».

Ф ункцію / \ { х , у )  = х & у  називають кон’юнкцією або логіч­
ним множенням. Ця функція приймає значення «1» тоді і тільки 
т л і ,  коли логічні змінні х  і у  приймають значення «1» одночасно. 
Дня її позначення використовують символи < &, а  , • >.

Функцію / ,  ( х ,  у )  -  хД  у називають забороною за у  або за­

переченням імплікації. Логічна функція заборони за у  приймає 
ти  ічііе значення «1» тоді і тільки тоді, коли логічна змінна х  при- 
іімііі іначення «1», а логічна змінна у -  «0». Для її позначення ви- 
мірисговують символи < Д, <—>.

Функцію /  ( х ,  у )  = х  називають повторенням першого ар-

і \ м с т у  і позначають х .
Функцію / 6 ( х ,  у )  = х ©  у  називають виклю чаю чим «або»,

»* мою ш модулем два або функцією нерівнозначності. Ця функ-
ині приймає значення «1» тоді і тільки тоді, коли значення логічної
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змінної х дорівнює «1», а у  = «0» і навпаки. Для її позначення за­
стосовують символи < Ф , *  >.

Функцію /  ( х ,  у ) = х Ч  у  називають диз’юнкцією або логіч­

ним додаванням. Ця функція приймає значення «1» тоді і тільки 
тоді, коли хоча б одна змінна приймає значення «1». Для її позна­
чення застосовують символи < V , + >.

Функцію /  ( х , у )  = х  у  називають стрілкою Пірса або за­

переченням диз’юнкції. Ця функція приймає значення «1» тоді і 
тільки тоді, коли логічні змінні х  і у  приймають значення «0» од­

ночасно. Для її позначення використовують символ <>1 >.
Функцію / 9 ( х ,  у )  = х ~ у  називають еквівалентністю  або рі­

внозначністю. Ця функція приймає значення «1» тоді і тільки тоді, 
коли логічні змінні х  і у  приймають значення «0» або «1» одноча­
сно. Для її позначення використовують символи < <->, = >.

Функцію / І2( х ,  у ) =  х  називають запереченням або інверсі­

єю першого елемента. Для її позначення використовують символи

< ~~ , >■
Функцію /  (х ,  у )  = х  —> у  називають імплікацією. Ця функ­

ція приймає значення «0» тоді і тільки тоді, коли логічна змінна х  
приймає значення «1», а змінна у  -  «0». Для її позначення викори­
стовують символи < —>, => >.

Функцію / м ( х ,  у )  = х \ у  називають функцією Ш еффера або

запереченням кон’юнкції. Ця функція приймає логічне значення 
«0» тоді і тільки тоді, коли логічні змінні х  і у  приймають значен­
ня «1» одночасно. Для її позначення використовують знак < | >.

Функцію У) = 1 називають константою «1».

Не розглянуті функції / 4 ( х ,  у) ,  / 5 ( х ,  у) ,  / 10 ( х ,  у) ,  / п (х ,  у )  

теж  належать до елементарних, але вони повторюють розглянуті 
елементарні функції / 2 (х ,  у ) , / 3( х ,  у) ,  / )2(х ,  у) ,  / із (х ,  у )  від­

повідно.
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2.4. О сновні закони  алгебри  логіки

О значення 2.4.1. Д вохелем ентною  булевою  алгеброю  нази­

вають алгебраїчну структуру < А, •, V , , 0, 1 >, що створена двійко­
вою множиною А = {1,0}, операціями “ • ” —  кон ’юнкція, “ V ” —

диз’юнкція і “ ” —  заперечення або інверсія та константами 0 і 1.

О зн ачен н я 2.4.2. А лгеброю  логіки  називають двохелементну

булеву алгебру < А, • , V , , — ~ , 0, 1 >, в якій множину її опе­
рацій доповнено двома бінарними операціями: імплікацією та екві­
валентністю.

У двохелементній булевій алгебрі, а також  в алгебрі логіки 
необхідно виділити такі основні закони: комутативність; асоціа­
тивність; дистрибутивність; закони для заперечення; нуля та оди­
ниці.

Доведення істинності цих законів, а також законів, які є наслід­
ком інших, розглянемо за допомогою таблиць істинності.

1. К ом утати вн ість  к о н ’ю н кц ії та  д и з’ю нкц ії

X ■ у  = у  ■ Х \ X V У= У V X.

Доведення комутативності кон’юнкції та диз’юнкції приведено 
в таблиці істинності, табл. 2.4.1.

Таблиця 2.4.1

X ' У х • у у  ■ X X V  у у Ч  х

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1

Стовпчики, які відповідають лівій та правій частинам рівнянь у 
таблиці істинності, містять однакові значення, що доводить кому­
тативність операцій кон’юнкції та диз’юнкції.

2. А соціативність ко н ’ю н кц ії т а  диз’ю нкції

х  • ( у  ■ г)  = ( х  ■ у )  ■ г; х  V ( у  V г ) - ( х  V у )  V г.
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Доведення асоціативності кон’юнкції та диз’юнкції приведено в 
таблиці істинності, табл. 2.4.2.

Таблиця 2.4.2

X У - у -2 Х- ( у - 7) х - у ( х у )  Т у Ч  2 X  V  (у  V  2 ) X V  у ( х  V  у )  V  2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1

0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Стовпчики, які відповідають лівій та правій частинам рівнянь, 
містять однакові значення в таблиці істинності, що доводить асоці­
ативність операції кон’юнкції та диз’юнкції.

3. Дистрибутивність кон’юнкції та диз’юнкції відносно одна 
одної

X ■ ( у  V 2 ) = ( X  ■ у)  V ( х  ■ 2 ); X V  ( у  ■ 2) = ( X  V у)  ■ (х  V 2 ).

Доведення дистрибутивності цих операцій приведено в таблиці 
істинності, табл. 2.4.3.

Таблиця 2.4.3

X У 2 у  V  2 Х - ( у  V  2 ) х-у Х' 2
( х -у ) ч  
V  (х-2) У'2 х  V  ( у-2 ) X V  у X V  2

(х V  у )  

■ ( X V  2)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Стовпчики, які відповідають лівій та правій частинам рівнянь, 
містять однакові значення в таблиці істинності, що доводить їх 
дистрибутивність.

4. Ідемпотентність кон’ю нкції та  диз’юнкції

х - х = х ; х \ ' х = х .

Доведення ідемпотентності цих операцій приведено в таблиці 
істинності, табл. 2.4.4

Таблиця 2.4.4

X х ■ X Л V I х X V I

0 0 0 1 1
1 1 1 0 1

Із таблиці істинності випливає, що значення всіх стовпчиків 
однакові, і вони збігаю ться із значенням зм інної х , що і підтвер­
джує ідемпотентність кон’юнкції та диз’юнкції.

5. Закон виклю ченого третього
X V X = 1.

Доведення цього закону приведено в таблиці істинності, табл. 2.4.4. 
Із таблиці істинності випливає, що стовпчик, який зображує ліву 
частину тотожності, дорівню є константі одиниці, що і треба було 
довести.

6. Закон протиріччя х ■ х  = 0.
Доведення цього закону приведено в таблиці істинності, табл. 2.4.5.

Таблиця 2.4.5

X X х ■ X х  ■ 0 х ■ 1 х V 0 X V 1

0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 1 1

Із таблиці істинності випливає, що стовпчик, який зображує 
ліву частину тотожності, дорівнює константі нуль, що і треба було 
довести.

7. Закон тотожності з константами

х - 0  = 0 ; х - 1  = х ; х  V 0 = х ; х V 1 = 1.
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Доведення ц ієї тотож ності приведено в таблиці істинності, 
табл. 2.4.5. Отримана таблиця істинності доводить справедливість 
даних тотожностей.

8. Закон  ел ім інац ії

х ■ (х  V у)  = х ; х V (х  ■ у)  = х.

Доведення цього закону приведено в таблиці істинності, табл. 2.4.6.

Таблиця 2.4.6

X У X  V  У д: • ( х  V  у) X у X V  (х - у)
0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1

Із таблиці істинності випливає, що стовпчики, які відповідають 
лівій та правій частинам рівнянь, містять однакові значення в таб­
лиці істинності, що доводить закон елімінації.

9. Закон  подвійного заперечення

X — X.

Побудуємо відповідну таблицю істинності, табл. 2.4.7.

Таблиця 2.4.7
— —

X X X
0 1 0
1 0 1

Отримана таблиця істинності доводить справедливість закону.
10. Закон  де М органа

х - у  ~ х V у ;  XV у  = х- у .

Д оведення цього закону приведено в таблиці істинності, 
табл. 2.4.8.
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Таблиця 2.4.8

X У х у х у X У X  V у х  У у
1 

>4 
1 

*
X V  у

0 0 0 1 1 1 1 0 1 1

0 1 0 1 1 0 1 1 0 0

1 0 0 1 0 1 1 1 0 0

1 1 1 0 0 0 0 1 0 0

Із таблиці істинності випливає, що стовпчики, які відповідають 
лівій та правій частинам рівнянь, містять однакові значення в таб­
лиці істинності, що доводить закон де Моргана.

2.5. П еретворення логічних  ф ункцій

Для розглянутих дванадцяти елементарних логічних функцій 
необхідно знайти логічні формули їх перетворення, що дасть мате­
матичний апарат для їх практичного застосування в науці і техніці. 
Ці формули легко отримати за допомогою безпосередньої перевір­
ки в таблицях істинності за збіжністю значень. Так, наприклад, до­
каз перетворення розглянутої логічної функції рівнозначність при­
ведено в табл. 2.5.1.

Із табл. 2.5.1 випливає, що логічна функція рівнозначність може 
мати таке перетворення:

Х1 ~  Х2 =  ( Х\ Ч/ Х2 )  ' (Хі  V Х2 ).

Таблиця 2.5.1

х2 х , ~ х 2 Хі Х\ V х 2 Х2 Х\ V Х2 (х, у ^ ) - ( і і  V х 2)

0 0 1 1 1 1 1 1

0 1 0 1 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 1 0

1 1 1 0 1 0 1 1

А налогічно за  допом огою  таблиць істинності (табл. 2.5.2, 
табл. 2.5.3, табл. 2.5.4, табл. 2.5.5, табл. 2.5.6) можна довести пере­
творення функцій: суми за модулем два; імплікації; заборони; стрілки 
Пірса і функції Ш еффера відповідно.
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Таблиця 2.5.2

X, Х2 х,@ х2 х г х 2 х2 *1 ■ хг х, ■ х г V х ] ■ х 2

0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0

Таблиця 2.5.3

х , *2 -X, - >  х 2 х, X , V х 2

0 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 1 1 0 1

Таблиця 2.5.4

х г х,Дх2 х2 х х - х г

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

1 0 1 1 1

1 1 0 0 0

Таблиця 2.5.5

х І і  X, *2 Хі ■ х 2
0 0 І 1 1 1

0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

1 1 0 0 0 0

Таблиця 2.5.6
X, х , \ х 2 . х 2 XI 4 X 2

0 0 1 1 1 1

0 1 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1

1 1 0 0 0 0
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Із табл. 2.5.2, ... ,  табл. 2.5.6 випливає, що логічні функції сума 
■іл модулем два, ім плікац ія , заборона, стр ілка П ірса та  функція
11 Ісффера при перетворенні матимуть такий вигляд відповідно:

X, Ф х2 = XI ■ х2 V Х] ■ Х2,
X, —> Х2 = XI V Х2,

х,Дх2 = х, ■ х і ,

Х\ ^  Х2 ~ Хі ' Х2’
X, І х 2 = Хі V Х2 .

Для перетворення елементарних логічних функцій широко ви­
користовують закон подвійності (теорему де Моргана). Так, напри­
клад, доказ правильності перетворення логічних функцій

х, • х2 = х, V х2 ;

х, V х2 = х, ■ х 2 ;

х, © х 2 = х, ~ х2 ;

х, —> х2 = х, Д х2 ;

х, 1  х2 = х, | х2 ,

і і застосуванням закону де М органа приведений у таблицях істин­
ності, табл. 2.5.7, ... ,  табл. 2.5.11 відповідно.

Таблиця 2.5 .7

X, *2 * Г * 2 X, *2 хі V х г X, V Х 2

0  • 0 0 1 1 1 0

0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 1 1 0

1 1 1 0 0 0 1

Таблиця 2.5.8

Х2 X , V  Х2 *2 Хі ■ Х2

1

 ̂
1

0 0 0 1 1 1 0

0 1 1 1 0 0 1

1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 0 0 0 1
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Таблиця 2.5.9
X, х2 х, ® х 2 х, ~ х 2 х{ -  х2

0 0 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 1 0 1

1 1 0 1 0

Таблиця 2.5.10

Х'
х2 ДГ| —> 2̂ х,Дх2 х,Дх2

0 0 і 0 1

0 1 і 0 1
1 0 0 1 0

1 1 і 0 1

Таблиця 2.5.11

*і х2 *! ^ 2 X, х2 X] І Х2 XI \Х2

0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 1 0

2.6. В ластивості логічних  ф ункцій

Ф ункції кон’юнкція і диз’юнкція мають: 
ком утати вн у

х1-х2 = х 2 -х1; х у V х2 = х2 V х , ;

асоц іативну

х, ■ (х2 ■ х3) = (*, • х2) • X, ; X, V (х2 V х3) = (*, V х2) V х3 ;

і дистрибутивну

х х -(х2 УХ3)=Д:| -Х2 V х х ■х3; Ху V х2 ■х3 = (*, VX2)■ (Ху V х3)

властивості. Перевірка дистрибутивної властивості цих логічних 
функцій приведена в таблиці істинності, табл. 2.6.1 і табл. 2.6.2.
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Таблиця 2.6.1

х2 х 2 V х 3 х г ( хг ч х 3) *Г*2 х ,-х 3 X, • х 2 V  х, • х3

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 і

Таблиця 2.6.2

х2 х2 х3 X, V  Х2 • Х3 X, V  х г X, V  Х3 (XI V X 2)■(X^ V X І)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 І 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 1 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

Із.табл. 2.6.1 і табл. 2.6.2 випливає справедливість виконання 
дистрибутивної властивості кон’ю нкції і диз’юнкції.

Ряд простих, але досить важливих співвідношень для диз’юнк­
ції і кон’ю нкції приведені в табл. 2.6.3.

Таблиця 2.6.3

Для д и з’ю нкції Для к о н ’юнкції

X V X =  X Х -Х  =  X

X V  1 =  1 х - 1  =  х

х у О  =  х

Г 
'

оио

X V  X =  1 * £ 
(

1} о

! 1
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Із табл. 2.6.3 випливає, що для диз’юнкції і кон’ю нкції справед­
ливі такі співвідношення:

XV XV  ...V X = х  ; х- х - ...Х = X.

Виходячи із теореми де Моргана, для диз’юнкції і кон’юнкції 
справедливі такі співвідношення:

Властивості логічної функції суми за модулем два, а також фу­
нкцій імплікації та заборони часто можуть бути корисні для аналізу 
і синтезу різних дискретних пристроїв і систем.

Логічна функція сума за модулем два має комутативну й асо­
ціативну властивості, а також дистрибутивну властивість відносно 
кон’юнкції:

Для цієї логічної функції характерні також такі співвідношення:

На відміну від розглянутих раніше функцій, логічні ф ункції 
ім плікац ії і заборони не маю ть ком утативної і асоціативної 
властивостей, але їх характеризують такі співвідношення:

X, V Х7 V ... V хп = х, • X, ■■■■■ Хп ;

X, ■ х2 ■... ■ хп -  Ху V х2 V ... V хп .

х, © х, = х 2 © х , ; 
х, © (х2 © х3) = (х, © х2) © х3; 

х, • (д:2 © х3) = (х, • х2) © (х, • х3) .

х © х = 0 ; х ©  х  = 1;
х © 0 = х ;  х © 1 = х ;
X, V X, = X, © X, © X, • Х2 .

х —>х = 1 ; х А х = 0 ; 

х А х = х ; 

х А 1 = 0 ;

х А 0 = х ; 

1 А х = х ;

0 А х = 0;
х, —» х2 = х 2 —» х , ; 

(х, - > х ,) - > х ,  = х ,;

х, А х2 = х2А х, ;1 2 ,
Ху А (х2 А х ,) = Ху.

48



Логічні функції диз’юнкції і кон’юнкції можуть бути виражені 
через імплікацію і заборону таким чином:

х1 у  х2 = X] —> х 2; хі ■ Х2 — х, —> х2 ;

х, V х2 = х, Д х2 ; х, • х2 = х, Д х2 .

Логічні функції Ш еффера і стрілка Пірса мають комутативну
властивість:

х, | х2 = х2 1 х , ; X] і- х2 = х 2 -І х , ,

але у них відсутня асоціативна властивість

х, | (х2 1 х3) Ф (х, | х2) | х3; х, і  (х2 і  х3) Ф (х, 4  х2) 4  х3.

Логічні функції Ш еффера і стрілка Пірса мають ряд співвідно­
шень, які приведені в табл. 2.6.4.

Таблиця 2.6.4

Для функції Шеффера Для стрілки Пірса

1 
Я II 

1 
** х-1 х  = х

X  І X  = 1 х  1  х  =  0

X  І 1 = X

ОII 

—
>

х \ 0  = \ х  - І0  = х

Логічні функції Ш еффера і стрілки Пірса зв ’язані між собою
співвідношеннями, аналогічними формулам де М органа для логіч­
них функцій кон’юнкції і диз’юнкції:

X, | х2 = X, X х2 , X, і- х2 = X, | х2 .

Так як асоціативної властивості для функції Ш еффера і стрілки 
Пірса не існує, тобто не можна розкривати дужки і виносити за них 
змінні, то доказ тотожностей, які складаю ться тільки з цих фу­
нкцій, можна виконувати двома шляхами. Ш лях перший —  за
допомогою таблиць істинності, а ш лях другий —  за допомогою 
окремого перетворення лівої і правої частин тотожності в диз’юнк- 
тивно-кон’юнктивну формулу з наступним їх порівнянням.
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Приклад 2.6.1. Доказати тотожність

(х, і  х2)) (х3 і  х4) = х, | х, | х3 1 х4 .

Р о зв ’язання. Окремо перетворюємо ліву і праву частини рів­
няння в диз’юнктивно-кон’юнктивну форму:

(х, 4 х 2) |( х 3 -і Л4) = (ЛГ, У ^2) |( х 3 УХ4) = (Х, -х2)|(дГз -х4) =

= х, • х2 • х3 • х4 = X, V х2 V х3 V х4

хі | х2 1 х3 1 х4 = хі | х2 1 (х3 • х4) = х,1 (х2 ■ х3 ■ х4) =

= X, • х2 • хз ■ Х4 = X, V х2 V Хг V х4

Так як перетворені ліва і права частини рівняння збігаються, то 
тотожність правильна.

Приклад 2.6.2. Довести тотожність

(де, 4  х 2) | (лг, 4  х3) = х, 4  (х2 1 х3) .

Розв ’язання. Окремо перетворюємо ліву і праву частини рівнян­
ня в диз’юнктивно-кон’юктивну форму:

О, 4  Х2) І (х, 4  Х3) = (х, V х2) І (х, V Хз) = (х, V Х2)- (х, V Х3) =
= X, V х2 V X, V хз = X, V х 2 V Х3 .

х1 4  (х2 І х3 ) = X, 4  {х2 V х3) = X, V х2 V х3 = X, V Х2 V Х3 .

Так як перетворені ліва і права частини рівняння збігаються, то 
тотожність правильна.

2.7. Суперпозиція логічних функцій

Означення 2.7.1. Функцію /  = / ( / [ ,  / 2,—, /„ ) ,  яка отримана із 
ф у н к ц ій /, / 2,..., / л, називають суперпозицією функцій /[ ,  / 2,..., / п .

Приклад 2.7.1. Задана суперпозиція функцій / ( ( / |  V / 2) —» / 3) і 

самі ф ункції:/ ( * , ,  х2) = х, 4  х2 ; / 2(х,, х2) = х , |х 2 ; / 3(х3) = х3. Не­
обхідно знайти функцію  / (х ,, х2, х3) , як суперпозицію  функцій

Ги /гі Уз ■
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Розв ’язання. У відповідності з означенням 2.7.1, отримаємо

/ ( х , ,  х2, х3) =  [ (х, "і"ЛГ2 ) V(л і̂ | ^2 ) ]~**з = [  (*і ' ' х 2) ' / ( х х-хг) ]-^Х з =

= (х, • Зс2 V Зс, V ї 2 ) V = (х, V х2 ) ■ X, • х2 V д:3 = І , • х2 V

П риклад 2.7.2. Задана суперпозиція функцій / ( ( / і  | / 2) Д / 3) і 

самі функції: / |  (х ,, х2) = х, —> х3; / 2 = х, і  х2; / 3 = х2. Необхідно 
знайти функцію / ( х , ,  х2, х3) , як суперпозицію функцій / 2, / 3.

Р о зв ’язання. У відповідності з означенням 2.7.1, отримаємо

/ (X ,, х2, х3) = [(х, ->Х3)|(Х, і  х2)] Дх2 = [(х, V х3) І (X, V Х2)] • Х2 =

= [ ] х2 = [  X, ' Ї з У (х, у х 2) ] х2 =

= X, • х2 • х3 V X, • х2 = X, • х2 .

2.8. Аналітичне представлення логічних функцій

В цьому розділі викладені універсальні методи переходу від 
табличного задання функції алгебри логіки до їх аналітичного пред­
ставлення.

Нехай маємо двійковий набір < х*, х2, ..., х* > .  Порівняємо йому 
число і, визначене таким чином:

/ = х* ■ 2И~’ + х2 • 2"~2 + ... + х* • 2°.

Число і назвемо номером набору <х*, х2, ..., х* > .  Розглянемо 
функцію / ( х , ,  х2, хп) визначену таким співвідношенням

Г1, якщо номер набору є 
/ = :  (2-8Л)

[0, в протилежному випадку.

Таку функцію називають характеристичною  функцією оди­
ниці. Припустимо, що нам удалось побудувати аналогічний вираз 
для функції / г  Тоді'має місце така теорема.

Теорема 2.8.1. Будь-яка таблично задана логічна функція може 
бути записана в такому аналітичному вигляді.



де Т  —  множина номерів наборів, на яких логічна функція пере­
творюється в одиницю.

Доведення. Якщо взяти довільний набір аргументів логічної фу­
нкції із таблиці, то можливі два випадки. В першому випадку, якщо 
функція дорівнює одиниці, то в співвідношенні 2.8.2 в правій час­
тині найдеться таке /у ,  у якому у  відповідає номеру даного набо­

ру. Але тоді у відповідності 2.8.1 на даному наборі буде дорів­

нювати одиниці. У відповідності з л: V 1 — 1 уся права частина 2.8.2 
також буде дорівнювати одиниці. Якщо на даному наборі логічних 
аргументів функція /  дорівнює нулю, то, як це випливає із фор­
мулювання теореми, серед характеристичних функцій що вхо­

дять у співвідношення 2.8.2, не буде такої, в якої індекс співпадає з 
номером даного набору аргументів. Але тоді у відповідності 2.8.1 
усі члени диз’юнкції в правій частині 2.8.2 будуть дорівнювати ну­
лю, що еквівалентно перетворенню правої частини в нуль. Оскіль­
ки ліва і права частини співвідношення 2.8.2 збігаються на даному 
наборі аргументів, то теорема 2.8.1 доведена.

У теоремі 2.8.1 було використано диз’юнкцію характеристич­
них функцій. Розглянемо використання замість диз’юнкції іншої 
логічної функції. Але для того, щоб виконувалось співвідношення, 
подібне співвідношенню 2.8.2, необхідно, щоб при перетворенні 
будь-якої із характеристичних функцій в одиницю, весь вираз пере­
творювався в одиницю, а при перетворенні в нуль увесь вираз також 
дорівнював нулю. Сформульовані умови приведені в табл. 2.8.1,

Таблиця 2.8.1

А /,■ т

0 0 0
0 1 1
і 0 1
і 1 ?

де V —  знак невідомої логічної операції.
Знак питання в останньому рядку таблиці відповідає такій ком­

бінації значень характеристичних функцій, яка ніколи не може зу­
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стрітися, тобто (/ Ф ) ) .  Тому шукана функція V може бути знай­

дена двома різними шляхами. Якщо в таблицю замість знака “?” 
вписати одиницю, то одержана функція є диз’юнкцією, яка розгля­
нута в теоремі 2.8.1, а якщо нуль, то отримаємо логічну функцію 
суми за модулем два.

Наслідок. Будь-яка таблично задана логічна функція може 
бути представлена у такій аналітичній формі

Представлення логічної функції у вигляді 2.8.2 називають диз’юн­
ктивним, а у вигляді 2.8.3 —  поліноміальним.

Для другого аналітичного представлення розглянемо функцію 
</> (*,, х 2, ..., хп) визначену, як

Такі функції називають характ ерист ичним и ф ункціям и нуля. 
Із співвідношень 2.8.1 і 2.8.4 випливає, що

Т&орема 2.8.2. Будь-яка таблична функція алгебри логіки може 
бути задана у такій аналітичній формі

де Т0 —  множина номерів наборів, на яких логічна функція пере­

творюється в нуль.
Доведення теореми 2.8.2 виконується аналогічно доведенню те­

ореми 2.8.1
Замість кон’юнкції в співвідношенні 2.8.5 можна взяти будь-яку 

логічну функцію, яка задовольняє умови, приведені в табл. 2.8.2,

0, якщо номер набору є

1, в протилежному випадку.
(2.8.4)

/ ( х і, х 2, . . . , х„)  = Фі (
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Таблиця 2.8.2

ф, Ф ,ПФ ,

0 0 ?

0 1 0
1 0 0
1 1 1

де о —  знак невідомої логічної операції.
Якщо в першій стрічці таблиці 2.8.2 записати нуль, то отримаємо 

кон’юнкцію, яка розглянута в теоремі 2.8.1, а якщо одиницю, то —  
функцію еквівалентності.

Наслідок. Будь-яка таблична функція алгебри логіки може 
бути представлена в такій аналітичній формі

/ ( * „  *2, ) = Ф, ~ Ф , ~ ...~ Ф ,, (2.8.6)

де /, є  Т0.
Представлення логічної функції у вигляді 2.8.5 називають к о в ’юн- 

кти вни м , а у вигляді 2.8.6 не має традиційної назви.
Знайдені чотири представлення характеристичних логічних фу­

нкцій є основними для їх  подальш ого використання при дослі­
дженні в алгебрі логіки.

Розглянемо тепер побудову аналітичних виразів найбільш харак­
теристичних логічних функцій. Для цього введемо у розгляд «сте­
пінь» аргументу х , яку позначимо X а

(2.8.7)
[я, а = її.

Розглянемо кон’юнкцію

*Г ' А 1 •••••<" (2-8.8)

Двійковий набір а , ,  ст2, ..., а„  має 2" різних таких наборів, тому 
і кількість різних кон’юнкцій 2.8.8 також дорівнює 2".

Співставивши кожній кон’юнкції 2.8.8 номер, визначений но­
мером набору ст,, с 2, ..., сгл, можна записати

у # ' (2-8. 9)
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Тоді запис 2.8.9 означає, що це є д и з’юнкція всіх кон’юнкцій з 
номерами із множини р.

Аналогічний вираз

/єр

означає кон’юнкцію всіх диз’юнкцій з номерами із множин р.

Покажемо, що л^1 = 1 тоді і тільки тоді, коли виконується рів­
ність х і =ст ,.

Це випливає із розгляду таких чотирьох можливих випадків:

Звідси можна зробити висновок, що бінарна функція / ( х і -оі)= х°і 
зображується формулою

Таким чином, кон’юнкція х°' ■ х°г не перетворюється в
нуль, якщо одночасно виконуються умови:

Тоді у відповідності з теоремою 2.8.1 можна стверджувати, що 
будь-яка функція алгебри логіки, крім нуля, може бути представле­
на в такому вигляді

де символ V означає, що диз’юнкція береться тільки за тими набо­

рами Ст[, а 2, ..., а „ , для яких виконується умова / ( о , ,  а 2, ..., стя) = 1.
Тобто диз’юнкція в правій частині 2.8.11 береться тільки за ти­

ми номерами наборів аргументів, на яких функція, задана табли­

(2 .8.10)

Х°‘ = х і • СГ, V Хі • <т, = 1. (2.8.11)

(2.8.12)

Тому із 2.8.12 випливає, що



цею, перетворюється в одиницю. Таке представлення логічної фун­
кції 2.8.13 називають доскон алою  д и з’ю н кти вн ою  норм альною  
ф ормою , скорочено ДЦНФ.

Якщ о замість співвіднош ення (2.8.2) використати сп іввідно­
шення (2.8.3), то отримаємо досконалу поліном іальну н орм альну  
ф орм у логічн о ї ф ункції, скорочено Д П Н Ф , тобто ДПНФ випливає 
із ДЦНФ шляхом заміни знака диз’юнкції на знак суми за модулем два.

Теорем а 2.8.3. Будь-яка функція алгебри логіки, крім одиниці, 
може бути представлена в такому вигляді

Д х х, х2,...хп) = & {х°х Vx^! V...V^с’■), (2.8.14)
о

де символ &  означає, що кон’юнкція береться тільки за тими набо-
0

рами ст,, ст2, ..., ст„, для яких виконується умова /(ст ,, ст2, ..., сти) = 0.
Доведення. Застосовуючи теорему де М органа для співвідно­

шення 2.8.14, отримаємо

/ ( * ,  , х, , )  = V « , • х°2 •... • х°")
І

або

/ ( * , ,х , , . . . ,  хп) = ч х ї ' - х ° 2 • / (ст,, ст2, ..., ст„).
І

Взявши заперечення від лівої і правої частин рівняння, отримаємо

/ ( * „  х2, ..., *„) = V*,"1 ' Х22 - /(О р  СТ2 > <*„).
1

Застосовуючи до правої частини співвідношення закон де М ор­
гана, одержимо

/ { х }, х 2,..., х п) = &,х°' ■х°г •...■хІ" - / (О р О г ,. . . ,  СТ„).

Застосуємо до кон’юнкцій х,а' •х22 ■...•х“" /(ст ,, ст2, ..., ст„) знову 
закон де Моргана, отримаємо

/ ( х , , х 2,...,  *„) = & « '  VXX1 V . . . V X ^  у / ( с т „ о г......ст,)).

На тих наборах, для яких /(ст ,, ст2, ..., ст„) = 1 відповідна диз’юнк­
ція матиме вигляд
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Такі набори через (XVI = 1, х-1 = х )н а значення кон’юнкції не 
впливають, а тому ними можна знехтувати і отримати

що дійсно для п > 1, а для функції / ,  тотожно рівній нулю, на ос­
нові X V X =  1, X X  = 0 маємо 0 = х, • х, , що і потрібно було довести.

Представлену функцію алгебри логіки у вигляді 2.8.14 назива­
ють досконалою  кон’ю нктнвною  нормальною  формою, скоро­
чено Д К Н Ф .

1. Дайте визначення логічної функції?
2. Які змінні називають логічними або булевими?
3. Поясніть сенс поняття істотної і неістотної змінної.
4. Які логічні функції називають рівними?
5. Що називають інтерпретацією логічної функції?
6. Що називають и-вимірним логічним кубом?
7. Які є способи задання логічних функцій?
8. Яким чином будується таблиця істинності логічних функцій?
9. Назвіть логічні функції від однієї змінної.

10. Назвіть основні логічні функції від двох змінних.
14. Яким чином здійснюють перехід від порядкового номера логіч­

ної функції до таблиці істинності і навпаки?
12. Який пріоритет для операцій алгебри логіки?
13. Для чого використовують пріоритет операцій в алгебрі логіки?
14. Яким чином здійснюють перехід від формули до таблиці істинності 

логічної функції?
15. Що називають елементарною логічною функцією?
16. Скільки може бути елементарних логічних функцій від двох і трьох 

змінних?
17. Яка різниця між функціями: диз’юнкція і кон’юнкція, нерівнозна- 

чність і рівнозначність, стрілка Пірса і функція Шеффера, імпліка­
ції і заборона?

18. Назвіть основні законі алгебри логіки.
19. Якими способами можна довести закони алгебри логіки ?
20. Сформулюйте кожен із десяти законів алгебри логіки.

о

Контрольні запитання
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21. Запишіть тотожності для кожного із десяти законів алгебри логіки.
22. Що потрібно розуміти під перетворенням логічних функцій?
23. Якими способами можна робити перетворення логічних функцій?
24. Які закони і теореми використовують для перетворення логічних 

функцій?
25. Що розуміють під комутативною властивістю логічної функції?
26. Що таке асоціативна властивість логічної функції?
27. Що розуміють під дистрибутивною властивістю логічної функції?
28. Які властивості мають функції диз’юнкції і кон’юнкції?
29. Які властивості мають функції: імплікація, заборона, еквівалентність і 

сума за модулем два?
30. Які властивості мають функції Шеффера і стрілка Пірса?
31. Що називають суперпозицією логічної функції?
32. Чи може бути суперпозиція обернених логічних функцій?
33. Яку функцію називають характеристичною функцією одиниці?
34. Яку функцію називають характеристичною функцією нуля?
35. Назвіть форми представлення логічних функцій.

Задачі для самостійного розв’язування

1. Скільки інтерпретацій має логічна функція від двох змінних 
/ (х, у)1 Назвіть їх.

2. Скільки всіх  логічн их  ф ункцій  мож на отрим ати  від двох 
змінних?

3. Скільки логічних функцій від п-змінних приймають однакові 
значення на протилеж них наборах? П ротилеж ним и  наборам и, 
наприклад, для двох змінних вважати набори: <0, 0> -  <1, 1>; 
< 1 , 0 > - < 0 ,  1>.

4. Побудуйте таблиці істинності функцій та визначте їх поряд­
ковий номер:

а) / ( х , у )  = (х ->;у)-(у-»х); 

б ) } { х ,у )= х  І  (де і  у);

* ) / ( х , у )  = ( х \ у ) 1 ( х \ у У ,

г ) / ( х , у , 2) = (х - у ) У ( х - 2 ) ч ( у г ) ;

Д) / ( х , У , г )  = (х -^ )Ф (х  • г ) ф ( у  ■ г) ;  

е ) / ( х , у , г )  = (х -> .) /)У (х 4  7 )У (х |.у ) .
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5. Визначте інтерпретації, на яких виконуються співвідношення:
а) х (х —>.у) V (х | >>) —»(х —> г) = 0;

б )(х  4  Ж Ф ) у (г ->  х )  = 1;

в) ( х  1_у)-(х®>’)-(г  —>х) = 1.
6. Опустіть максимально можливе число дужок у формулах з 

урахуванням пріоритету виконання операцій:

а ) ( ( х - ^  у ) - * ( ( у ® ( І ) ) У  1 ) ) ' ' ( ( 1 ч ( у ) ) ~ х ) ;

б) (( X )  ->  ( у  )) І  ( ( у  V ( 2  )) V ( X Д у ));

в ) ( (х ~ > 0 © ( ( х - 2 ) у  у ) ч ( г ) ) \

7. П еревірте за допомогою  таблиці істинності справедли­
вість таких співвідношень:

а) х ® ( > ’- 2 ) = ( х ®  ^ )  ( х ©  г );

б) х — V г )  = ( х  —ї  у ) У  ( х  —» г ) ;

в) х- ( у ~ г )  = ( х - у ) ~ ( х - 2 );

г ) х У ( у ~ ; )  = ( х У ^ ) ~ ( х У 2 ) ;

Д) > (У ~ > г )  = ( х - > ^ ) - > ( х - > г ) .

8. Спростіть за допомогою  законів алгебри логіки нижчена- 
ведені вирази і за допомогою  таблиць істинності порівняйте отри­
мані вирази з вихідними.

■ & ) ( х У  І ) - ( х  V  у ) - ( у  Л г ) - ( х  V  у ) - ( у У  г);
б) ( х  ■ Т ) У  ( х  ■ у ) У  ( у  ■ г ) \ / ( х  ■ у ) ч ( г  ■ у);

в )( (х  V х )  ■ (У  V І ) ■ ( у  V 7 )  • ( 2  V { ) ) Ч ( ( у У  2 ) • ( 2  V і);

г ) ( у ч  І )  ■ ( х  - 2 )У ( х  ■ 2 ) 4 ( 1  ■ ~ г ) у ( х  • І ) .
9. Доведіть за допомогою перетворення такі логічні вирази:

а ) х 4 х  = х | х  = х; б ) х | х  = х |0  = 1;

в )х > Іх  = х4Л  = 0; г ) х | 0  = х 4 л  = 0;

Д) Х\ І Х2 = Х1 ^ Х2’ Є) Х\ ^ Х2 = *1 І Х2‘
10. Довести, що функція еквівалентності має комутативну і асо­

ціативну властивості.
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11. Довести, що логічна функція сума за модулем два має кому­
тативну і асоціативну властивості, а також дистрибутивну власти­
вість відносно кон’юнкції.

12. Довести, що функції імплікації і заборона не мають комута­
тивної і асоціативної властивостей.

13. Довести, що логічні функції Ш еффера і стрілка Пірса не 
мають комутативної властивості.

14. Довести, що логічні функції Ш еффера і стрілка Пірса не 
мають асоціативної властивості.

15. Для заданої суперпозиції функцій /(_/[ і / 2) —К / 2 Л / 3) при: 
/іО ], х2) = Х] |х 2; / , ( х , ,  х3) = х, © х3; / 3(х2, х3) = х2 V х3 знайти фу­
нкцію / ( х , , х2, х3) .

16. Для заданої суперпозиції функцій / ( /  © / 2) | ( / 2 ~ / 3) при: 
Уі (х,, х2) = х ,-х 2; / 2(х,, х2) = х, ] х2 ; / 3(х2, х3) = х2 —>х3 знайти функ­
цію / ( х , ,  х2, х3) .

17. Задані логічні функції перевести із ДНФ у КНФ:
а) X ^ у ■ 2 V X ■ у ^ 2 V X ■ у ■ 2 ;

б) X ■ у  ■ 2 V  ( х  ■ у )  ■ 2 V  х ■ ( у  ■ 2) ;

в) (х  V у  V 2) V (х V у )  V 2 V X ■ ( у  V 2)  .
18. Задані логічні функції перевести із КНФ у ДНФ:

а) ( X V  у  V г ) - ( XV у  V г ) - ( XV у  V г ) ;

б) ( XV у V  2 ) - ( х - у V  2 ) ■ ( x V  у - 2 ) ;

в) (х  • у  ■ 2) ■ (х • у  V 2) ■ (х V  у  V 2~) .
19. Задані логічні функції перевести із ДНФ у поліноміальну:

а) X V  у V  2 V  ( ;  б) X V  У  V 2 - і  ; в) Х - у - 2- І  .

Коментарі

У даному розділі основні визначення, способи задання логічних 
функцій і основні закони алгебри логіки взяті з [5, 6, 12], їх власти­
вості, суперпозиція і перетворення —  з [8, ЗО], а аналітичне пред­
ставлення —  з [24].
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Розаіл З
ЛОГІКА ЖЕГАЛКІНА

3.1. О сновні визначення

О значення 3.1.1. Л огікою  Ж егал к ін а  називають алгебру виду 
< В \ л , ©, 0, 1 > ,  що утворена множиною В  = {0,1} разом з опе­
раціями кон’юнкції, суми за модулем два (тосі 2), яку позначають 

знаком ®  і констант 0, 1.
Наприклад, формула (х © >> © г) ■ (х © у  © 1) © _у ■ х © 1 є прикла­

дом формули алгебри Жегалкіна, тому що вона містить булеві 
змінні, операцію кон’юнкція і суму за тосі 2.

В алгебрі Ж егалкіна операція кон’юнкція повністю ідентична 
логічному множенню, а операція суми за тосі 2 зображає додаван­
ня за модулем два для скінченних множин.

Операція суми за тосі 2 (операція алгебри Ж егалкіна) відіграє 
важливу роль у програмуванні, обробці інформації і особливо при 
її кодуванні. Вона має важливу властивість -  наявність оберненого 
елемента для кожного х є  {0, 1}. В алгебрі Ж егалкіна кожний еле­
мент є оберненим до самого себе. Це дозволяє розв’язувати рівнян­
ня шляхом додавання до обох частин однакових елементів. Напри­
клад, рівняння виду х ® а - Ь  розв’язується так:

х ® а ® а  = Ь® а;
' х © 0  = Ь®а;  

х  = Ь ®  а.

М ожливість розв’язку подібних рівнянь, що відсутнє у булевій 
алгебрі, обумовила широке застосування операції суми за тосі 2, 
зокрема, при кодуванні інформації.
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3.2. Закони  алгебри  Ж егал к ін а

1. К ом утати вн ість  оп ерац ії суми за т о й  2

х © у  = у® л:

Доведення комутативності операції приведено в таблиці істин­
ності, табл. 3.2.1.

Таблиця 3.2.1

X У х Ф у у ® х

0 0 0 0

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0

Табл. 3.2.1 показує, що ліва і права частини тотож ності мають 
однакові таблиці істинності, тому тотожність доведена.

2. А соціативність оп ерац ії суми за то<! 2

X © (у  ® 2 ) = (х  Ф у )  Ф 2 .

Доведення асоціативності даної операції приведено в таблиці 
істинності, табл. 3.2.2.

Таблиця 3.2.2

X У 2 У ® 2 х ®  [ у @г ) х ®  у

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 • 0
1 1 1 0 1 0 1

Із табл. 3.2.2 випливає, що ліва і права частини тотожності 
маю ть однакові табли ц і істинності, що св ідчить  —  тотож ність 
доведена.
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3. Д истрибути вн а ко н ’ю н кц ія  відносно суми за темі 2

х - ( у ® г )  = х - у Ф х -2

Доведення дистрибутивної кон’юнкції відносно суми за т о й  2 
приведено в таблиці істинності, табл. 3.2.3.

Таблиця 3.2.3

X У 2 у ®  2 х - [ у ® г ) х у Х' 2 х - у ®  Х-2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 1 0 0 1 1 0

Із табл. 3.2.3 випливає, що л іва  і права частини  тотож ності 
мають однакові таблиці істинності, що свідчить —  тотожність до­
ведена.

4. Закон  зведення подібних доданків

х © х  = 0.

Доведення цього закону приведено в таблиці істинності, табл.
3.2.4.

Таблиця 3.2.4

X дг©х хФО

0 0 0

1 0 1

Із табл. 3.2.4 випливає, що, незалежно від значення змінної х, 
їх сума за тосі 2 завжди дорівнює 0, що свідчить —  тотожність до­
ведена.

5. О п ерац ія  з константою  0

х  ® 0 = х.
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Доведення правильності цієї операції приведено в таблиці іс­
тинності, табл. 3.2.4. Із табл. 3.2.4 випливає, що змінна х при під- 
сумуванні її за тосі 2 з 0 завжди дорівнює сама собі.

Для доведення зображення будь-якої логічної функції форму­
лою алгебри Жегалкіна достатньо виразити диз’юнкцію і запере­
чення через кон’юнкцію і суму за тосі 2.

Зображення заперечення в алгебрі Жегалкіна формулою х  = х © І 
виходить із таблиці істинності, табл. 3.2.5,

Таблиця 3.2.5

X X Л©1

0 І І

І 0 0

а зображення диз’юнкції реалізується формулою X V  у  = х  ■ у ®  х ®  у.
Доведемо цю формулу аналітично:

х у ^  = х ^  = л^ З ;  = (х © і ) - (^ /© і )© 1  =

= Х- >’© > ’© Х © 1 © 1  = Х- > '© } ' © Х .

Таким чином, будь-яка логічна функція може бути зображена 
формулою в алгебрі Жегалкіна.

Серед усіх еквівалентних зображень функції в алгебрі Ж егалкі­
на слід виділити особливий вид формул, який називають поліно­
мом Жегалкіна.

3.3. П оліном  Ж егал к ін а

О значення 3.3.1. П оліном ом Ж егал к ін а  називають скінченну 
суму за тосі 2 попарно різних елементарних кон’юнкцій над мно­
жиною змінних {х,, х2,..., хп}.

Для побудови полінома Ж егалкіна функції, що задана певною 
формулою алгебри Жегалкіна, необхідно розкрити всі дужки в да­
ній формулі за законом дистрибутивності і виконати всі можливі 
спрощення з використанням законів дій із константами, ідемпотен- 
тності та зведення подібних доданків.

Приклад 3.3.1. Зобразити поліномами Ж егалкіна логічні функ­
ції (х —> у )  і еквівалентність ( х ~  у ) .
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Р о з в ’язання. Спочатку дані ф ункції запиш емо через д и з’ю нк­
тивну нормальну форму. Потім виразимо операції диз’юнкції та за­
перечення через операції кон’юнкції та суми за тосі 2. Користую­
чись формулою  алгебри Ж егалкіна і описаним вище правилом, 
отримаємо поліном Ж егалкіна для кожної з даних функцій:

X—>^ = 3 су ^  = ( ;с © 1 )у у  = (.х© 1)-_у© (л-© 1)© у =
= х - у ® у ® х ® \ ® у  — х - у ® х ® \ .  

x ~ у  = x ■ у V x ■ у  = x ■ у ■ x ■ у ® x ■ у ® x ■ у  = x ^ у ® x ■ у  = 
д :7 © ( ї© 1 ) - (У © 1 )  = д :-} 'Ф а '-_ )/© } '© л '© 1= }’© х © 1 .

Теорем а 3.3.1. Будь-яку логічну функцію можна єдиним спосо­
бом подати у вигляді полінома Жегалкіна.

Доведення. Нехай задана довільна логічна функція / ( х , , х2,..., хп) .
Перетворимо її у ДДНФ, тобто у диз’юнкцію конституент оди­

ниці /  = К{ V К2 V ... V Кт. Зам інивш и знак V на © , отрим аєм о 
формулу ф = К{ © К2 © ...©  Кт. Покажемо, що функції /  і <р рівні. 
На жодному наборі (а,, а2,..., а л) значень змінних дві різні кон- 
ституенти одиниці не можуть водночас перетворитися на 1, бо /-та 
конституента одиниці набуває значення 1 лиш е на /-му наборі. 
Отже, обчислюючи значення функцій /  і ф , потрібно встановити 
значення багатом існої д и з’ю нкції чи, відповідно, суми за тосі 2 
змінних, із яких тільки один може дорівнювати 1, а решта -  0. Але 
тоді д и з’ю нкція та сума за тосі 2 даю ть однаковий результат 
(0, якщ о всі змінні дорівнюють 0 / 1 ,  якщ о одна і тільки одна змін­
на дорівнює 1). У  формулі АГ, ® К 2 © ...© К т за тотожністю х  = 1 © х  
замінимо всі заперечення змінних. У результаті цього отримаємо 
формулу алгебри Жегалкіна. Для перетворення її у поліном Жегал­
кіна розкриваємо дужки, застосувавши закон ідемпотентності для 
кон’юнкції та зводимо подібні члени. Для того, щоб довести, що 
таке подання єдине, підрахуємо кількість поліномів Ж егалкіна від 
п змінних: х , х , . . . ,  д: дорівнює кількості підмножин {/,, /2,..., /„,}.

множини {1, 2,..., п ) , тобто 2". Кожна з цих кон ’ю нкцій може 
входити в поліном з коефіцієнтом 0 або 1. Отже кількість поліномів 
Жегалкіна від П змінних дорівнює кількості кортежів довжиною

2" із компонентами 0 або 1, тобто 22”. К ількість різних булевих
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функцій від п змінних також дорівнює 22”. Оскільки одному полі­
ному не можуть відповідати дві різні логічні функції, то кожній ло­
гічній функції відповідає єдиний поліном Жегалкіна, що і потрібно 
було довести.

3.4. М етоди побудови поліном а Ж егал к ін а

М етод невизначених коеф іцієнтів . У цьому методі для логіч­
ної функції / ( х , ,  х ,,..., х„) записують найзагальніший вигляд по­
лінома Ж егалкіна Р(х І, х2,..., х п) із невизначеними коефіцієнтами 

(2 " ). Даний поліном для двох змінних має загальний вигляд

Р(х,  у )  = с0 Ф с, ■ х  © с2 ■ у  © с3 • х • у , 

а для трьох змінних —

Р(х, у, 2) - с 0®с1- х®с2 - у ®с 3-2 ®с4 - х - у ® с 5- х - г ®с 6- у - 2 ®с7- х - у -2

Для кожного двійкового набору < я р а2,..., ап > значень змін­

них записують 2” рівнянь / ( а , ,  а2,..., ап) = Р (а ], а2,.,., ап). Розв’я­
завши їх, отримують коефіцієнти полінома Р(х,, х2,..., хл) .

Приклад 3.4.1. П обудувати поліном Ж егалкіна для ф ункції 
/ ( х ,  у )  = х ~ у .

Разе ’язання. Запишемо поліном для даної функції у вигляді су­
ми за тосі 2 всіх можливих елементарних кон’юнкцій для х, у  із 
невизначеними коефіцієнтами

/ ( х ,  у )  = с0 ® с і - х ® с 2 - у ® с 3 - х - у ,

де коефіцієнти с0, с,, с2, с3 приймають значення з множини {0, 1} 
і засвідчують присутність або відсутність елементарної кон’юнкції 
в поліномі Жегалкіна. Ш укаємо, послідовно значення коефіцієнтів, 
підставляючи значення змінних і функції на різних інтерпретаціях

/ ( 0 ,  0) = х ~ у  = х - у у х - у = 1 .
1 - с 0 © с, ■ 0 © с 2 ■ 0 Ф с 3 • 0 -0  = Сд .

Отже, с0 - 1.
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Далі
/(О , ї) = х ~ у  = х- у \ / х - у  = 0.

О = с0 © с, • О ©  с2 ■ 1 ® с3 • 0 • 1 = с0 © с2 ■ 1 = с2 © 1, 
чвідки маємо с2 = 1.

На такій інтерпретації

/ (1 ,  0) = х ~ у  = х  у у х  у  = 0.
0 = с0 Ф с, • 1Ф с2 • О © с3 • 1 ■ 0 = с0 Ф с2 ■ 1 = с0 Ф с, = с, © 1,

звідки маємо с, = 1.
Нарешті,

/ (1 ,  = = у х -У = 1.
1 =с д © с, • 1 © с2 ■ 1Ф с3 • 1 • 1 = 1 © 1Ф 1Ф с3 = с 3 ф 1,

чвідки маємо с3 = 0.
Підставивши отримані значення коефіцієнтів с0, с,, с2, с3, зна­

ходимо поліном Ж егалкіна для логічної ф ункції / ( х ,  у )  = х ~  у,  
який буде дорівнювати

/ ( х , у) = с0 Ф С|-д:Ф с2 -_уФс3-х-_у = 1© 1-д:Ф 1-^Ф х-_у-0 = 1Фд:Ф>'.

Метод рівносильних перетворю вань. У цьому методі спочат­
ку будують рівносильну формулу, в якій є лиш е операції кон’юнк­
ції та заперечення, а потім всюди змінюють х  на 1 Ф * . Після цьо­
го тривіальними перетвореннями отримують поліном Жегалкіна.

Приклад 3.4.2. П обудувати поліном Ж егалкіна для ф ункції 
/ ( х ,  у )  = х - > у .

Розв ’язання. Використовуючи введені раніше еквівалентності в 
алгебрі логіки, отримаємо

х —>у = х у у  = х - у  = 1 ® х - ( \ @ у )  = \ ® х @ х - у .

Метод із використанням  Д Ц Н Ф  логічної функції. Цей метод 
грунтується на теоремі 3.4.1. Його доцільно застосовувати тоді, ко­
ли функцію задано ДЦНФ або цю формулу легко знайти.

Приклад 3.4.3. Побудувати поліном Жегалкіна для логічної функції

/ ( X, у,  2 ) = X ^ у ■ ^ V X ■ у ■ 2 V у ^ 2 .
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Розв ’язання. Перетворюємо задану функцію на ДДНФ

X- у - 1  V Х -у  ■ 2 \/  у -  2 = X- у - 1  V Х -у  ■ 2 \ /  у -  2 - ( х ^ х )  =
= Х - у - ^ \ / Х - у - 2 \ Ґ Х - у - 2 ^ Х - у - 2 .

Використовуючи доведення теореми 3.4.1, отримаємо

X- у-~2 V Х - у  ■ 2 \ /  X- у -  г У Х  ■ у -  2 = X- у - 1  ®  Х - у  ■ 2 ®  X- у  - 2 ® Х  ■ у  - 2 = 
=  х- у - ( \ ®  2 ) ®  Х ' ( \ ®  у ) -  2 ®  X- у -  2 ® ( \ ®  х)-  у -  2 = х-  у ®  X- у -  2 ®  

® X - 2 ® Х - у - 2 ® Х - у - 2 ® у - 2 ® Х - у - 2  = Х - у ® Х - 2 ® у - 2 .

Таким чином, поліном Жегалкіна для логічної функції х - у - I V  
\ / х - у - 2 \ / у - г  матиме вигляд:

/ ( X ,  у ,  2) = Х - у ® Х - 2 ® у - 2 .

Контрольні запитання

1. Назвіть структуру алгебри Жегалкіна.
2. Запишіть основні закони алгебри Жегалкіна.
3. Дайте визначення полінома Жегалкіна.
4. Які є методи побудови полінома Жегалкіна?
5. Сформулюйте метод невизначених коефіцієнтів для побудови полі­

нома Жегалкіна.
6. У чому різниця методу рівносильних перетворювань і методу з ви­

користання ДДНФ для побудови полінома Жегалкіна?
7. Скільки різних поліномів Жегалкіна можна побудувати дїія довіль­

ної логічної функції?

Задачі для самостійного розв’язування

1. Використовуючи метод невизначених коефіцієнтів, предста­
вити поліномом Ж егалкіна такі логічні функції:

а) ( ( x V у ) ■ ( у V 2 ) ■ ( І V x ) ) V ( x V у ) ; ■

б )  ( *  ■ У V  X ■ у )  V  ((* V  у )  ■ (2 V  І )  ■ (х V у )  ■ (і V  2)) ;

в) О  V  у )  ■ 2 - >  X ^  у ;
г) (х V  (2 V у  ■ 2 )) ■ (2 V X ■ у  V 2 ) ;
Д )  ( у  ■ 2 V X ■ 2 ) ■ (X V  у  V  ї )  ■ ( у  ■ 2 V  X ■ у )  .
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2. Використовуючи метод рівносильних перетворювань, пред­
ставити поліномом Ж егалкіна такі логічні функції:

а) х \ у ;  б) х А у; в) х - у - г ;

г) х і у ;  д) х у; є) х  А у.
3. Застосовую чи метод із використанням ДДНФ, представити 

поліномом Ж егалкіна такі логічні функції:
а) х - у - г у х - у - г у х - у - г у х - у - і ;
б) ( ?  V  х) ■ (х V  у)  ■ ( г  V х  ■ у)  ;

в) 2. - х  у  у  - Н у  х  - у  V х  - у  ■ 2 \
г) (х V  у )  ■ (г у  х) V  ( І  у  х ) • (у  V І ) • (х V  ;
д) X ■ у У у ■ 2 УX■у■2 ' V X V у V 2 .

Основні свідчення, які викладені в цьому розділі з логічних фу­
нкцій Жегалкіна, взяті з [8], а побудова поліномів Ж егалкіна вип­
ливає із [21].
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Розпіл 4  

ЛОГІКА РОЗКЛАДАННЯ 
БУЛЕВИХ ФУНКЦІЙ

4.1. Д из’ю нктивне розкладання 
логічних функцій

Розглянемо д и з’ю нктивне розкладання логічної функції / ( * , ,  
х2,..., хп) за ^-змінними.

Теорема 4.1.1. Будь-яку булеву ф ункцію  /(*,, х 2,..., хя) при 
розкладанні за ^-змінними, можна зобразити у такій формі:

/ { Х \ і  Х2> •••> Хк ’ Хк+1> Хп ) —

=  V х,°' -х2аі - ...■х** ■ / ( о 1, а 2, . . . , о к, о к+], . . . , х„)  (4.1.1)
аі ...°к

Доведення. Для доведення необхідно перевірити, що на довіль­
ній інтерпретації < о,, а2,..., ап > л іва і права частини рівності 
(4 .1 .1) прийм аю ть однакові значення. П ідставивш и значення 
< а {, а2,..., ап > замість < * ,, х2 х п >, отримаємо

ап) ~~ V а] ' ' а2 ’•••' ак ' /  (®І > ®2’"'®к’ ак+\ )•о, ...а,.

Кон’юнкція а° ' • а2 г а ° к дорівнює нулю, якщо хоча б один 

елемент кон’ю нкції а ° ‘ дорівню є нулю, кон’юнкція відбудеться 
при а( ±  ст, (4.1.1). Якщо ж <ах, а2 ,..., ак > збігається з <ст,, а 2,..., ак >, 

то а,°' • а2 г • ...•  ак к = 1.
Звідси випливає, що

а \ ' а г '• • • ’ а к к ’ ®2 ’ ■■■’ а к+1 ’ •••’ а п )  —

= 0 -/(с т „ < т 2,..., а к, ак+{,..., ап) = 0 

при < а х, а2,..., ак >Ф < а , ,  а 2,..., о к > .
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Якщо < а , ,  а2,..., ак > = < а , ,  о 2,..., с к >,то

ах 1 - а ,2 ■■■■■акк ■ / { р х, ст2,. . . ,с к, ак+І,..., о„) =

= 1 - / ( а „ о 2!. . , о і ,й М ). . ,  «„) = / ( « , ,  «25- ,  ал).

Виходячи з цього, запишемо значення правої частини тотожно­
сті 4.1.1

V  а х 1 ■ а 2 2 ■ а к * У ( стр  ст2 ’ - - ’ а *+і ’ --ч я п ) =
О.....<**

= 0 V ... V 0 V / ( а х, а 2 ап) V 0 V ...V 0 = / ( а „  а2,..., а„).

Отже, значення правої частини тотож ності 4.1.1 збігається із 
значенням лівої частини на довільній інтерпретації, що і потрібно 
було довести.

П р и кл ад  4 .1 .1 . Знайти д и з’ю нктивне розкладання ф ункції 

/ ( х ,  у ,  2, і) =  { х  V у  • 2 1 • І за змінними X, 2.

Р о зв ’язання. Використовуючи теорему 4.1.1, отримаємо

/ ( х , у , 2 , і ) =  V О,01 • а2 г • / ( а ху , а 2, і )  = х -  2 ■ / ( 0 ,  у , 0 , ( )  V
а 1 - ° 2

V X • Г ■ / ( 0 ,  1, ґ) V X ■ 2 ■ / ( 1 ,  у ,  0,  / )  V X • 2 • / ( і ,  1, /) .

Обчислимо значення функцій:

/ ( 0 ,  , у , 0 , * )  =  (0 V =

/ ( І , у ,  0 , / )  =  (і ^ - 0 ) /  =  0;

/ ( І , ^ , 1 , 0  = (і V Д' • і |  -  ̂=  0;

Підставивши отримані значення

/ ( 0 ,  у ,  0,  і ) , / ( О ,  у ,  1, у ,  0, / ) , / ( 1 ,  у,  1, і)

у формулу диз’юнктивного розкладання за змінними х та 2 , отри­
маємо
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/ ( х ,  у ,  2,  {) = Х- 2 - 1 ' У Х - 2 - у - 1 \ / Х - 2 - 0 У Х - 2 - 0  =

= Х- 2 - 1 ' / Х - у - 2 - 1 .

Наслідок 4.1.1. Будь-яка булева функція / ( * , ,  х2,..., хп) 
має таке розкладання за однією змінною:

/  ( х  Х2 ’•••’ Хп ) — V*'! ' ' /  (Х1 ’ Х2 Хі-\ ’ ’ *і+1»•••> ХП )•
(У і

Приклад 4.1.2. Отримати диз’юнктивне розкладання функції

/ ( х , у ,  2, і) = (х  V у  ■ г )  ■ І за змінною х.

Розв ’язання. У відповідності з наслідком теореми 4.1.1 отрима­
ємо

/ ( х ,  у,  2, І) = X-/ (0, у,  2, () V Х- / ( \ ,  у,  2, і).  

Обчислюючи значення функції / ( х ,  у ,  2 , при х  = 0 і х = 1,

маємо

/ ( 0 ,  у ,  2,  і ) = |о  V у  ■ ■ і  = (у  V г) • /;

/ { \ , у ,  2 , і )  = {\ V у -  2^-1 = 0

і, підставивши їх значення у формулу диз’юнктивного розкладання 
отримаємо

/ ( х  , у ,  2 , і )  = Х ■ { у̂ V 2  ̂ ■ ( V X • 0 =  Х - [ у  V 2^ ■ І.

Ті^Г] Наслідок 4.1.2. Будь-яка логічна функція / ( х 1, х2,..., хп) ї 0  
— І має таке розкладання за всіма змінними

/ ( * , ,  х2,..., хп) =  V  X ?  - х ?  . ( 4 .1 .2 )
<°\... V

де запис V означає, що диз’юнкція береться за всіма мож-
«Ті,..., ап>

/(<т1,...,<г„)=1
ливими наборами значень < о ,,  а 2 Сп >, на яких / ( а , ,  а,,..., ал) = 1. 
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Замінимо співвідношення (4.1.2) для випадку к  =  п

/ ( * !  ) ) = V ^  1 • х2 2 • " • У (<Тр а 2 ,..., а п)
О , ,  а „

і якщо / ( о р ст2,..., а „ )  = 0 ,т о  х,.СТ| о с /2 •••■ ■х»°" / ( СТ1> а 2 >-> о я) = 0, 

але якщо / ( а р  а 2 а л ) =  1 ,т о

д:,01 -де/2 ■ - / ( а р с т 2,..., а л) = х,0‘ - я / 2

Тому д и з’ю нктивне розкладання за всіма змінними містить 
тільки кон’юнкції, що відповідають наборам < а р а 2,..., а„ >, для

яких / ( а р  а 2,..., а„ )  = 1.

Приклад 4.1.3. Отримати диз’юнктивне розкладання функції

( ( х ,  у ,  г }  = х у  V  і  за всіма змінними.

Р о зв ’язання. Встановимо значення функції на кожній з інтер­
претацій:

У ( 0 ,  0 ,  0 )  =  0 - 0 V 0 =  1;

/ ( 0 , 0 , 1 )  = 0 - 0 ^  = 0;

У ( 0 , 1, 0 )=_0 ■ 1 V 0 =  1;

/ ( 0 , 1 , 1) = 0 - 1 V Ь= 1;

/ ( 1 5 0, 0) = ї  • 0 V 0 = 1;

/ ( 1 ,  0 , 1) =  ї  - 0 V ї  =  0;

/(1 >  1> 0 ) = ї  • 1 V 0 = 1;

/ ( 1 >  1 , 1) =  І - 1 V 1 =  0.

Використовуючи формулу 4.1.2, отримаємо 

/ ( х ,  у ,  г )  =Ха ■ у 0 ■ 2° V Д̂  • У  • 2° V ДС° • У  • 2 і V х' • У  • 2 ° V Xх ■ у 1 • 2° =  

=  • у  • 2 .
Означення 4.1.1. Елементарною  кон’юнкцією називають кон’юн­

кцію будь-якого числа булевих змінних, що взяті із запереченням 
або без нього, в якій кожна змінна зустрічається не більше одного 
разу.

73



Наприклад, елементарною кон’юнкцією для функції від трьох 
змінних можуть бути: Х - у - 2 ,  Х - у - 2, х • у  ■ 2 .

О значення 4.1.2. Д из’ю нктивною  норм альною  формою  (ДНФ )
називають формулу, що зображена у вигляді диз’юнкції елемента­
рних кон’юнкцій. Наприклад, формула х - у ч х - у у х - у - г  є 
ДНФ ф у н к ц ії / ( х , у , г ) .

Означення 4.1.3. Конституентою одиниці функції / (д:,, х 2 х п) 

називаю ть елем ентарну кон’ю нкцію  Х ° ' - Х ° г • Х ° " , якщ о

/ ( а , ,  ст2,..., а „ )  = 1, тобто інтерпретація, яка обертає в одиницю  
дану елементарну кон’юнкцію, обертає в одиницю і функцію / .

О значення 4.1.4. Д осконалою  д и з’ю нктивною  норм альною  
формою  (ДДН Ф ) булевої функції називають формулу, що зобра­
жена у вигляді диз’юнкції конституент одиниці даної функції. На­
приклад, формула Х - у - 2 Ч Х - у - 2 Ч Х - у - 2 Ч Х - у - 2 Ч Х - у - 2  Є 

ДДНФ функції / ( х , у ,  г ) .

4.2. К он ’ю н ктивне розкладанн я логічн их  ф ункцій

Розглянем о ко н ’ю нктивне розкладання л о гіч н о ї ф ун кц ії 
/ ( * , ,  х2,..., за к  змінними.

Теорема 4.2.1. Будь-яку логічну функцію / ( х у , х 2, . . . , хп), при 
розкладанні за к  змінними, можна зобразити у такій формі

/  (  Ху х к , Хк+{,..., Хп )  Д (  Ху ' V Х2 2 V ... V Хк * V

СТ2’ **+І’ •••» */>)) (4-2.1)

Запис означає, що кон’юнкція береться за всіма можли­

вими наборами значень <ст,,ст2,..., о к >.
Доведення. Для доведення теореми використаємо тотожність 4.1.1

і принцип двоїстості. Запишемо диз’юнктивне розкладання функції
/ * ( х р  х 2,..., х п ),  яка двоїста функції / ( х 1, х 2,..., х„),
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У  ( •Я р  Х 2 >"'> Х п )  V  -*і 1 ■ х 2 Х к ‘ У ( ® ' р  • * І + Р " ' ’ Х п ) '
0 , , . . . , 0 і

Тотожність, двоїста до останньої, має вигляд

/ ” ( х „ х 2,...,  Х„) = Л (л ,СТ|) у ( х 2°2 ) V

у / " ( О р О г ..................... *„)]•

В лівій частині рівності ми одержали / ( х , ,  х2,..., хп), а у правій 
частині, використовуючи формулу (4.2.1), знайдемо двоїсту до неї 

шляхом заміни всіх вхідних до неї функцій на двоїсті (х ,СТ/ = і)  =

= (і)*= 0  = х / \

Таким чином, рівність з /  * приймає форму 4.2.1, що і потрібно 
було довести.

Приклад 4.2.1. Виконати кон ’ю нктивне розкладання функції 

/ ( х ,  у ,  г )  = (х • у  V у ) • і  за змінними х , у .

Р о зв’язання. Використовуючи формулу 4.2.1 маємо

/ ( х ,  у , 2 ) =  (х° V у 0 V / ( 0 ,  0, V У  V /(°>  ь  2) ) ‘

• (х ‘ V /  V / ( 1 ,  0 , 2 ) ) - (х ' V У  V / ( 1 ,  1, 2 )) .

Підставляючи значення у формулу:

/ ( 0 , 0 , 2 ) = ( 0 0 у 0 ) - 2  = 2; 

у ( 0 , 1 , г )  = ( 0  - 1 V 1 ) - г  = 0 ;

/ ( 1 > 0 , г )  = ( 1  • 0  V 0 ) • 2  = г;

/ ( 1 , 1 ,  г )  = (\  ■ 1 V  І ) - 2 = 2.

отримаємо шукане кон’юнктивне розкладання

/ ( х ,  у ,  г )  =  (х  V у  V г )-(х  V у  V 0 ) ( х  V у  V 2 ) \ х  V у  V 2~) =

=  ( х  V у  У 2 ) '( Х У  ) | ) ’(Х У  ^  V 2 ) - ( х  V у  V 2 ) .
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Наслідок 4.2.1. Для будь-якої логічної функції / ( х , , х2,..., хя) 
кон’юнктивне розкладання за однією змінною можна зо­
бразити у такій формі

/ ( х , ,  х 2 х „ )  =  ст ,  х , " '  у / ( х , ,  х 2 х | + | ,  с т , . ,  х ,  +  1 х „ ) .  

Запис ст, —  означає, що кон’юнкція береться за двома можли­
вими значеннями а ,, тобто 0  і 1 .

Приклад 4.2.2. Виконати кон’ю нктивне розкладання функції 
/ ( х ,  у , г) = х  V  у  ■ г  за змінною у.

Р о зв ’язання. Використовуючи наслідок теореми 4.2.1 отримаємо

/ ( х ,  у ,  2 ) = (у °  V  / ( х ,  0, 2 )) (У  V  / ( х ,  ї ,  г)) = ( у  V  / ( х ,  0, 2 »  •

• ( > >  У  / ( х ,  1, 2 ) ) = ( V  X  V  0 • 2 )  • ( у  V  X  V  1 • 2 )  = (х  V  • (х  V  у  V  2 ) .

Наслідок 4.2.2. Для будь-якої булевої функції / (х,, X,,..., хп)
кон’юнктивне розкладання за всіма змінними можна зо­
бразити у такій формі:

/ (х,, х2,..., х„) = Л ( х /  V  х / 2 V  . . .  V  х /» ) -  (4-2.2)
<С|...а„>

/(о,,..,ол)

У правій частині кон’юнкція береться за всіма наборами зна­
чень < а,, а ,,..., а* >, на яких /(х , ,  х2,..., хя) = 0.

Нехай у формулі (4.2.1) к = п, тоді

/ ( х р х2,..., х„) =  а  х,0' у х / 2 у ...у х /"  у / ( ст„ а 2,..., стя)
СО] > Ь 

/(О) ,...,ст„ )=0

Але якщо / ( с т , , а 2 стл ) = 0, то

Х,"1 УХ2Л= у . ..у х /"  у / ( а , ,  а 2 ,..., стя) = х / ‘ у х / 2 у ...у х /"

іякщ о/(стр ст2,..., ст„) = 1, то х,а‘ у х / 2 \>...у а /"  у / ( ст , , ст2 ,..., ст„) = 1.
Тобто кон’юнктивне розкладання за всіма змінними містить тільки 

диз’юнкції, що відповідають наборам (ст,, ст2,..., ст„), для яких

/(с т ,,с т 2,..., стя) = 0 .
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Приклад 4.2.3. Виконати кон’юнктивне розкладання функції 

/ ( х , у ,  2 ) = х\? у -2 за всіма змінними.

Розв ’язання. Вирахуємо значення функції на кожній з інтерпре­
тацій

/ ( 0 ,  0, 0) =  0 V  0 ■ 0 =  0,

/ ( 0 , 0 , 1 ) = 0  V 0  • 1 = 1 ,

/ ( 0 , 1 , 0 ) = 0 у Ї - 0  = 0 ,

/ ( 0 , 1 »  1) = 0 V 1 • 1 = 0,

/ ( 1 , 0 , 0 ) = 1 у  0 - 0  = 1 ,

/ (1, 0, 1) =1 V  0 • 1 =  1,

/(1 »  1? 0 ) = 1 V 1 • 0 = 1,

/ ( 1 , 1 , 1 ) = 1 V 1 ■ 1 = 1 .

Використовуючи формулу 4.2.2, отримаємо

/ ( * ,  У ,  2) = (х° V /  V 2°) ■ V У  V г °) -{х° V У  V * ')  =

= (*  V у  V г )  ■ { х  V у  V г )  ■ ( х  V у  V г).

О значення 4.2.1. Елементарною диз’юнкцією називають диз’юн­
кцію будь-якого числа булевих змінних, що взяті із запереченням 
або без нього, в якій кожна змінна зустрічається не більше одного 
разу.-

Наприклад, елементарними диз’юнкціями трьох змінних є:

XV у  V 2, XV у  V 2, XV у V  2 .

Означення 4.2.2. Кон’юнктивною нормальною формою (КНФ)
називають формулу, що зображена у вигляді кон’юнкції елемента­
рних диз’юнкцій.

Наприклад, формула (х V у  V г )  • (х  V у  V г )  ■ (х  V у  V г )  є КНФ 

функції /  О , у ,  2 ).

О значення 4.2.3. Конституентою нуля називають елементарну 

диз’юнкцію X*'  V х ° г V . . . V Х ° п функції / ( * , ,  х2,..., хп) ,  якщо
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/ ( а , ,  а 2,..., а „ ) = О, тобто інтерпретація, яка обертає в нуль дану 
елементарну диз’юнкцію, обертає в нуль і функцію / .

Наприклад, елементарна диз’юнкція X V  у  V г  є конституентою 
нуля функції трьох змінних / ( х ,  у, і )  на інтерпретації (0 , 1 , 0 ).

Дійсно, елементарна диз’юнкція х у у у г - х 1 V у 0 V I і =х° у у \ г °  

дорівнює нулю на інтерпретації (0 , 1 , 0 ).

О значення 4.2.4. Д осконалою  к о и ’ю нктивиою  норм альною  
формою  (Д К Н Ф ) функції називають формулу, що зображена у ви­
гляді кон’юнкції конституент нуля даної функції.

ДКНФ функції є результатом кон’юнктивного розкладання фу­
нкції за всіма змінними і відповідає формулі (4.2.1). З аналізу фор­
мул 4.1.1 і 4.2.1, відповідних ДДНФ і ДКНФ функції, можна зроби­
ти такі висновки .

1. Для кожної логічної функції, що не є конституентою нуль, іс­
нує зображення у вигляді ДДНФ.

2. Для кожної логічної функції, що не є конституентою одиниці, 
існує зображення у вигляді ДКНФ.

3. Дві різні логічні функції не можуть мати однакові ДДНФ або 
ДКНФ.

4. Для кожної логічної функції існує зображення у вигляді форму­
ли алгебри логіки, що містить тільки операції диз’юнкції, кон’юнкції 
та заперечення.

4.3. Н орм альн і ф орм и зображ ення логічних  ф ункцій

Для кожної логічної функції / ( х , ,  х2 ,..., хп) існують конституе- 

нти одиниці та нуля стільки, скільки й інтерпретацій ц ієї функції, 
тобто 2". Знайдемо, скільки існує різних ДДНФ і ДКНФ для буле- 
вих функцій п змінних. ДДНФ функції для п змінних'можна пред­
ставити у вигляді

/ ( * „  х 2 , . . . ,  х п )  =  ■М1 V  / 2 • м 2 V  . . .  V  / г  ■ М г  ,

де / — значення функції / (х,, х2,..., х„) на і-й інтерпретації.
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Так, як М и М 2, ..., М ,. однакові для всіх функцій п змінних, то ви­

гляд ДЦНФ залежить від набору 2" булевих констант < ■■■,/„ > - З

цього маємо, що кількість різних ДЦНФ дорівнює кількості впорядко­

ваних наборів 2" булевих констант і дорівнює 2 2 (§2.2). Таким чи­
ном, для кожної булевої функції існує єдина ДЦНФ. Аналітично мо­

жемо довести, що існує 22” різних ДКНФ функцій від п змінних. 
Тобто, кожній булевій функції відповідає єдина ДКНФ.

Наприклад, конституенти одиниці й нуля, що відповідають ін­
терпретаціям функцій двох змінних, приведені в табл. 4.3.1.

Таблиця. 4.3.1

Номер
інтерпретації

Інтерпретація Конституента Конституента
*2 одиниці нуля

0 0 0
1

і1 
1

X, V  Х 2

1 0 1 ХҐ*2 Х 1 V  Х2

2 1 0 хг х2 *1 У Х2

3 1 1 х г х 2 Х1 Х2

Алгоритм переходу від таблиці істинності 
логічної функції до ДЦНФ

1. Виділити всі інтерпретації <ст,, ст2,..., ст„ >, на яких значення 
функції дорівнює одиниці.

2. Записати  кон сти туен ти  одиниці виду я,0' ■х2°2 , що
відповідають відміченим інтерпретаціям.

3. Отримати ДЦНФ функції за допомогою з ’єднання операцією 
диз’ю нкції записаних конституент одиниці.

Алгоритм переходу від таблиці істинності 
логічної функції до ДКНФ

1. Виділити всі інтерпретації < ст,, ст2,..., ст„ > , на яких значення 
функції дорівнює нулю.
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2. Записати конституенти нуля виду х ,ст‘ V х 2 °2 V . . .V х па”, що 

відповідають виділеним інтерпретаціям.
3. Отримати ДКНФ функції, записавши кон’юнкцію конституент 

нуля.

Приклад 4.3.1. Отримати ДДНФ  і ДКНФ  для функції / ( * , ,  х2) 
приведеної в табл. 4.3.2.

Таблиця 4.3.2

ХІ X, /(* ] ,  х2)
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Р о зв ’язання. Для отримання ДДНФ відмітимо інтерпретації, на 
яких / (л-, , х 2) -  1 , і запишемо відповідні конституенти одиниці, об’єд­

навши їх знаком диз’юнкції / ( д е , ,  Х2)  =  Х° - у0 V I і - у  =  X • у  V х - у .  Для 

отримання ДКНФ відмітимо інтерпретації, на яких / ( д , ,  х2) = 0, і

запиш емо відповідні конституенти нуля, з ’єднавш и їх знаком 
кон’юнкції.

/ ( * , ,  X , )  =  ( д , °  V  х 2' )  ■ ( д /  V  Х , ° )  =  ( X ,  V  х2) • ( х ,  V  X , ) .

Приклад 4.3.2. Для функції / ( х ,  у,  г ) =х -  у - г \ / х - у - г  \/ х - у - г ,  

що задана ДДНФ, побудувати таблицю істинності.
Р о з в ’язання. Р озглядувана ф ункція має три  конституенти  

одиниці: х - у - г ;  х - у - г ;  х - у - г ,  яким відповідають інтерпретації 

(1 ,0 ,  1), (1, 0, 0), (0, 1, 1). На даних інтерпретаціях функція до­
рівню є одиниці, а на реш ті —  нулю . Дані значення ф ункції 
/ ( х ,  у ,  г )  і зм інних д, у, г утворю ю ть таблицю  істинності ф ун­

кції / ( х ,  у ,  г ) , табл. 4.3.3.
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Таблиця 4.3.3

X У 2 Г Ь , У , г ) Ф( х , у ,  г )

0 0 0 0 1

0 0 1 0 1

0 1 0 0 0

0 1 1 1 0

1 0 0 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 0 0

Приклад 4.3.3. Для функції

ф (х , у , г)  = ( х  V у  V 2 ) ■ { х  V у  V 2 ) ■ ( х  V у  V г )

побудувати її таблицю істинності.
Розв'язання. Розглядувана функція має три конституенти нуля: 

XV у  \/ 2 , х \ /  у  V 2 , XV у  у  г, яким відповідають інтерпретації (0 , 1 , 0 ), 
(0, 1, 1), (1, 1, 1). На даних інтерпретаціях функція дорівнює нулю, 
а на решті —  одиниці. Дані значення функції ф(х, у , г)  і змінних х,
у, 2 створюють таблицю істинності функції ф (х , у ,  г ) ,  табл. 4.3.3.

Алгоритм переходу від довільної формули 
алгебри логіки до ДЦНФ

1. Виключити константи, використовуючи закони дій з константами.
2. Опустити знаки заперечення безпосередньо на змінні, вико­

ристовуючи закон де Моргана.
3. За допомогою дистрибутивного закону розкрити дужки і до 

отриманих елементарних кон’юнкцій застосувати закони ідемпоте- 
нтності та протиріччя, спростити їх і звести подібні.

4. Побудувати конституенти одиниці функції введенням у кож­
ну елементарну кон’юнкцію відсутніх змінних, використовуючи 
закон виключеного третього.

5. За допомогою дистрибутивного закону розкрити дужки і зве­
сти подібні, використовуючи закон ідемпотентності. Отримана фо­
рмула відповідає ДДНФ функції.
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Алгоритм переходу від довільної формули 
алгебри логіки до ДКНФ

1. Виключити константи, використовуючи закон дій із констан­
тами.

2. Опустити знаки заперечення безпосередньо на змінні, вико­
ристовуючи закон де Моргана.

3. За допомогою  дистрибутивного закону звести функцію  до 
виду кон’ю нкції елементарних д и з’юнкцій, застосовувати до них 
закони ідемпотентності й виключеного третього, спростити їх і зве­
сти подібні.

4. Побудувати конституенти нуля функції, введенням у кожну 
елементарну диз’юнкцію відсутніх змінних, використовуючи закон 
протиріччя.

5. За допомогою  дистрибутивного закону звести функцію  до 
виду кон’юнкції конституенти нуля і спростити формулу, викорис­
товую чи закон ідемпотентності. О тримана формула відповідає 
ДКНФ функції.

Приклад 4.3.4. Побудувати ДЦНФ функції

/ ( * ,  у ,  г )  = х  ■ у  V ( х  - ( у  V г )  V  у - г ) .

Р о зв ’язання. С користаємося передостаннім алгоритмом. Опу­
скаємо заперечення на змінні, використовуючи закон де М органа

X • у  V ( х  ■ ( у  V 2) V у  ■ 2) = X ■ у  V ( х  ■ ( у  V 2)) • ( у  V г )  =

= Х - у У  ( X V  у V 2 ) ■ ( у V 2 )  = X ■ у V  ( X V  у ■ 2 ) ^ ( у V  2) .

Побудуємо ДНФ, використовуючи дистрибутивний закон, зако­
ни ідемпотентності і протиріччя

Х-у V ( X V  у  2 )  ■ ( у  V 2)  = X- у  V Х - у  V у - 2  V у - 2  V Х - 2  =

= Х-у  V Х - у  V у - 2  V X-2.

Використовуючи закон виключеного третього, введемо до еле­
ментарних кон’юнкцій відсутні змінні

Х - у  V Х - у  V у- 2 V Х - 2  =

=  Х - у ( 2  V 2 )  V Х - у  ( 2  V 2 )  V У ' 2 ( х  V X) V Х - 2 ( у  V _ у ) .
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Використовуючи дистрибутивний закон, розкриємо дужки і зве­
демо подібні для отримання ДДНФ

Х - у - 2  V Х - у - 2  V  Х- у - 2  V Х - у - 2  V Х - у - 2  V  Х- у - 2  V  Х - у - 2  V Х - у - 2  =

— X' У '  2 V Х - у - 2  V Х-у-2 V Х - у - 2  V  Х - у - 2 .

Одержана ДДНФ заданої функції матиме вигляд

/ ( х ,  У ,  2 )  =  Х - у - 2  V Х - у - 2  х - у - г ч  Х - у - 2  V Х - у - 2 .

П риклад 4.3.5. Побудувати ДКНФ функції

/ О ,  У ,  2 )  =  Х - у  V ( х  ■ ( У  V 2 )  V у - 2 ) .

Р о зв ’язання. Користуючись останнім алгоритмом, опустимо за­
перечення безпосередньо на змінні і, використовуючи закон де 
Моргана, отримаємо

/ ( х , у , 2 )  =  Х - у у ( х У ( у - 2 ) ) - ( у У  2 ) .

Побудуємо КНФ, використовуючи дистрибутивний закон, зако­
ни ідемпотентності й виключеного третього,

Х - у  V  ( х  V  ( у  ■ г ) )  ■ ( у  V г )  =  Х - у  V ( х  V у )  ■ ( х  V  2 )  ■ ( у  V  г )  =

=  (х  V  (X V  у )  ■ (х  V  2 ) • ( у  V  2 ) ■ у  V  (х  V  у )  ■ ( х  V  2 ) • ( у  V  2 )) =

=  ( х  V  X  V  у )  ■ ( х  V  ї  V  2 )  • ( х  V  у  V  2 )  ' ( у  V  X  V  7 )  • ( ) |  V  X  V  2 )  •

( у  V у  V 2 ) =  1 • 1 ■ (х  V у  V 2 ) • (х  V у )  ■ (XV у  V 2 )  ■ ( у  V г )  =

=  ( Х  V у  V 2 )  ■ ( X  V у )  • ( х  V у  V 2 )  ■ ( у  V 2 ) .

Дана функція залежить від трьох змінних, тому до елементар­
них диз’юнкцій (х V у )  та ( у  V г)  необхідно ввести ЗМІННІ 2  І X 
відповідно, використовуючи закон протиріччя. Після чого, застосо­
вуючи дистрибутивний закон, доведемо функцію до виду кон’юнкції 
конституенти нуля

(х  у у  V  2 ) ‘ (х У  у  V 2  ■ 2 )  ■ ( х  V  у  V 2 )  ■ ( у  V 2  V X ■ х )  =

=  ( х  V у  V 2 )  ■ ( х  V у  V 2 )  ■ ( х  V у  V 2 )  ■ ( у  V 2  V х )  ■ ( у  V  2  V х).

Після зведення подібних за допомогою закону індемпотентності 
отримаємо ДКНФ

/ ( х ,  у ,  2 )  =  ( х  V у  V 2 )  ■ ( х  V у  V  2 )  ■ ( х  V у  V  2 ) .
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Контрольні запитання

1. Дайте визначення елементарної диз’юнкції та конституенти одиниці.
2. Запишіть формулу диз’юнктивного розкладання булевих функцій 

від п змінних за к змінними (к < я), за всіма п змінними, за однією змінною.
3. Яку властивість має конституента одиниці?
4. Дайте визначення елементарної диз’юнкції та конституенти нуля.
5. Запишіть формули кон’юнктивного розкладання логічних функцій 

від п змінних за к  змінними (к < гі), за всіма п змінними, за однією змінною.
6 . Яку властивість має конституента нуль?
7. Скільки існує конституент одиниці та нуля для п змінних?
8 . Опишіть алгоритм переходу від таблиці істинності булевої функ­

ції до ДДНФ та ДКНФ.
9. Сформулюйте алгоритми переходу від ДДНФ та ДКНФ логіч­

ної функції до таблиці істинності.
10. Дайте порівняльну характеристику алгоритмів переходу від дові­

льної логічної функції до ДДНФ і ДКНФ.

ачі для самостійного розв’язування

1. Випишіть конституенти одиниці булевої функції / (х , у ,  г ) :

а) х ,  у ,  2  ; б) х ,  у ,  г  ; в) х ,  у ,  2  ; г) х ,  у .

2. Знайдіть диз’юнктивне розкладання функції / ( х ,  у ,  г )  за

змінними х , у : 

а ) (

б) (х  ■ у  V  у  ■ г )  ■ (х  V  2^ ■ • у  V  X •
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ж) X V  у  V 2

3. Випишіть конституенти нуля логічної функції / ( х ,  у ,  г ) : 

а) XV  у  V г; 6) XV у  V г; в) XV  у  V г; г) XV г.

4. Знайти кон’юнктивне розкладання функції / ( х ,  у,  г )  за змін­

ними у ,  2 :

а) ( х  ■ 2  V  у )  ■ ( х  ■ у  V  х  -у)  ■ ( х  V  у  V  г ) ;

б) ( х  V  у  V  Х - 2 )  - ( х - у  V  2 )  ■ (х ■ у  V  X  ■ у  V  2 ) \

В )  ( X  V  у  V  2 )  • ( X  V  у  V  2 )  ■ ( X  V  у  V  2 ) ;

Г )  ( х  V  V  у  V  2 )  ■ ( у  V  2 )  ■ ( X  V  у  V  Х - 2 ) ;

Д ) (У  V  2 )  ■ ( X  V  у  V  2 )  ■ ( X  ■ У V  2 ) ;

Є ) ( X V  у  V  Х - 2 )  ■ ( 2  V  у )  ■ ( X  V  у  V  2 ) ;

Ж )  ( X  ■ у  V  2 )  ■ ( X  ■ у  V  2 )  ■ ( X  V  у  V  2 ) .

5. Побудувати таблиці істинності для функцій, що задані ДДНФ:

а )  / і ( * >  У > г )  =  х- у - г  V х - у - г  V х - у - г ;

б) / 2 (х, у,  г)  = х - у - г  V х - у - г  V х - у - г ;

в )  / 3(х, у , г)  =  х - у - г  V х - у - г  V  х - у  - г  .

6 . Побудувати таблиці істинності для функцій, що задані ДКНФ:
а) А  ( х ,  у ,  г )  = ( х  V у  V  г )  ■ ( х  V у  V г)  ■ ( х  V у  V г )  ;

б) / 2 ( x , у , г )  = ( x V  у  V г ) ■ ( x V  у  V 2 ) ■ ( X V  у  V г ) ;

в )  / 3 ( x , у , г )  =  ( x V  у  V г ) ■ ( x V  у  V г ) ■ ( x V  у  V г ) .

7. Знайти ДДНФ таких функцій, заданих стовпчиком у таблиці 
істинності:

8 . Отримати ДКНФ таких функцій, заданих стовпчиком у таб­
лиці істинності:

^  / {( х ,  у , г )  = ( 0 , 1 , 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 0 );

Ь; У,  *) = ( 1 ,1, 0, 0 ,1 , 0, 1, 0 ); 

в) / 3 ( х ,  у ,  г )  = ( 1 , 0 , 1 , 0 , 1 , 0 , 1 , 0 ).

а) / у ( х ,  у ,  г )  = ( 1 , 1 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 1 ) ;
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б) / 2 0 , у ,  г )  = (1,  0 , 1 , 0 , 1 , 1, 0 , 0 ) ;

в) /30 ,  у,  г)  = ( 0 , 1, 0, 0 ,1 ,1 ,  0,1).
9. Знайти ДДНФ таких функцій:

а) / , ( Х , У,  2)  = Х- у  V ( 2 - * у ) - ( х  V у  V г ) \

б) / 2 ( х ,  у ,  г )  = х  ©  у  0  г ;

в )  / з  ( х ,  У , 2 )  =  Х  ■ у V  у  ■ 2 V  2.

10. Визначити ДКНФ таких функцій:
а) /Х{х ,  у , 2 ) = х V у  V 2 ;

б) / 2 ( * ,  у , г )  = х ®  у ®  2 \

в) / з ( * ,  У,  2) = X V  у - 2  V 2.

<3^  Коментарі

Д из’юнктивне і кон’юнктивйе розкладання логічних функцій, 
нормальні форми їх зображення випливають із [8 , 30].
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ЛОГІКА ДОСЛІДЖЕННЯ 
БУЛЕВПХ ФУНКЦІЙ

Розділ 5

5.1. Дослідження логічних функцій на двоїстість

О значення 5.1.1. Функцію / ( х р х,, хп) називають двоїстою  до 

довільної логічної функції /(х ,, х ^ х „ )  і позначають [/(* ,, х2, ..., хл)]* 

аб о /* .

О скільки [ / ( * , ,  х2, ..., хи)]* = / ( х р х 2, ..., хп),  то використання 
операції побудови двоїстої функції складається з наступних кроків.

1 . Інвертування всіх аргументів функції.
2. «Начеплення» інверсії над усією функцією.
Набір функції < х і, х 2, ..., х„ > називають протилежним набору 

функції < хр х2,.. .,  х„ > .  Тому таблиця для двоїстої функції /*  ви­
пливає із таблиці для функції / ( х р х2, ..., хя) шляхом інвертування 
в стовпчику кожного значення змінної функції на протилежне і запису 
отриманого стовпчика у зворотній послідовності, табл. 5.1.1.

Таблиця 5.1.1

*2 * . - * 2 (х ,  • Х2)* =  X, • х г =  X, V  х 2

0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 1 1

Описаний стовпчик табл. 5.1.1 відповідає визначенню диз’юнкції. 
В табл. 5.1.2 приведені двоїсті функції до деяких часто викорис­

товуваних елементарних логічних функцій.
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Таблиця 5.1.2

/ 1 X X хх - х2 X, і  х 2 х, —> х 2 х, ®  х 2

Ґ 0 X X х х V  х 2 хх 1х2 х2Дх, х, ~ х 2

Із означення двоїстості функції випливає, що (/*)*  = /** = / .

Приклад 5.1.1. Знайти двоїсту функцію для логічної функції 
/ о , ,  Х2) =  ХІ - х 2 .

Р о зв’язання. У відповідності з означенням 5.1.1, отримаємо

/ * ( * , ,  х 2)  =  х х ■ х г  =  х\  V  х 2 .

Теорем а 5.1.1. Якщо задана логічна функція
/ ( х х, х 2, . . . ,хп) — / ( / х( х х, х 2 , ..., Хл ), / 2{х х, х 2, ..., х п) , . . .,  / (Д С р  х2, . . .,  ХПУ), 

то її двоїста функція буде дорівнювати

У  (Хр х 2, ..., —У  ( /  (дГ], х2, ..., хя),

І г  С*Р Х2> •••> ХЛ  Уи С*Р Х2> * я ) )
Доведення. Доведення випливає з таких рівностей:

У  ( * р  -*2’ Хц) ~~ У С * р  х 2, . . .,  х п) — У ( / ( Х р  х 2, ...., хп),

_ _  У  (*! - *2 . " ^ п  ) » - »  Уя (*1 > *2 . - >  *я ) )  =

— У  ( У  С*р -*2’ -^я)» У  (-'•р х2, ..., х п) , . . . ,  у  о , ,  х2, •••» * „ ))=

— У  ( У  С^Р х 2, .. .,  -£„)> У  ( * р  х 2 , .. .,  -їд ), У  (Х р  х 2 , . . .,  х пУ),

що і потрібно було довести.

Н аслідок. Виходячи із теореми 5.1.1, можна сказати, що в 
алгебрі логіки виконання принципу двоїстості пов’язано з 
одночасною заміною всіх диз’юнкцій на кон’юнкції, всіх 
кон’юнкцій на диз’юнкції, всіх нулів на одиниці і всіх оди­
ниць на нулі. Так як х* = х  і (х)" = х , то символи змінних і 
їх інверсії при отриманні двоїстої функції не змінюються.

Приклад 5.1.2. Для функції / ( х х, х2) = хх ■ х2 V хх ■ х2 знайти двоїсту 
до неї функцію.
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Р о зв’язання. У відповідності з означенням 5.1.1, теоремою 5.1.1, 
двоїста функція буде дорівнювати

/ ’ = х ,■ х2 V х, • х2 = (х, V х2) ■ (х, V х2) = хх • х 2 V х, • х2.

5.2. Дослідження логічних функцій 
на збереження нуля та  одиниці

Означення 5.2.1. Логічну функцію / ( х , ,  х 2, .... хп) називають функ­
цією, що зберігає 0 , якщо на нульовому наборі вона дорівню є 0 , 
Д О , 0 ,..., 0) = 0.

О значення 5.2.2. Логічну функцію / ( х , ,  х2, ..., х„) називаю ть 
функцією, що зберігає 1, якщо на одиничному наборі вона дорів­
нює 1 , / ( 1 , 1 ,.. .,  1 ) = 1 .

Функції х - у  і X V у  зберігають 0, оскільки 0 -0  = 0 і 0 у 0  = 0. 
Крім того, дані функції також зберігають 1, оскільки 1-1 = 1 і 1V 1 — 1. 
Функція х не зберігає 0 і не зберігає 1, оскільки 0 = 1, а 1 = 0 .

Приклад 5.2.1. Для функції / ( х ,  у , г )  = х V у  - г  V у  ■ г  визначи­
ти збереження нею 0  та 1 .

Р о зв’язання. Перевіримо значення даної функції на нульовому 
та одиничному наборах.

Д О , 0, 0) = 0 у 0 - 0 у 0 - 0  = 0 у і у 0 = і ,

/ ( 1 , 1 , 1 ) = 1 у і - і у М  = 1 у 0 у 1 = 1 .

С)тже дана функція зберігає 1 і не зберігає 0 .

5.3. Дослідження логічних функцій на монотонність

О значення 5.3.1. Логічну функцію / ( х , ,  х2, ..., хп) називають 
монотонною , якщ о для будь-яких пар наборів значень зм інних 
(а,, а2, ..., ап) і (Ьи Ь2, ..., Ьп) , для яких виконується віднош ення 
(а,, а2, ..., а„)<(Ьх, Ь2, ..., Ьп), правильна і нерівність / ( а , ,  а 2, ..., ап)<  
< /(Ь {,Ь 2,.. . ,Ь п) .

Для порівняння логічних констант уводиться відношення по­
рядку, яке виражають знаком « <  ».
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Наприклад, відношення порядку для функції з одного змінного 
/ (х) має вигляд: (0 ) < (0 ), (0 ) < (1), (1) < ( 1), а для функції з двома 
змінними / (х, у )  встановлюється таким чином:

(0, 0) < (0, 0); (0, 0) < (0,1); (0, 0) < (1, 0); (0, 0) < (1, 1);
( 0 , 1 ) < ( 0 , 1); (0 , 1) < ( 1 , 0 ); (0 , 1 ) < ( 1 , 1 );
(1 , 0 ) < ( 1 , 0 ); (1 , 0 ) < ( 1 , 1);

(1 , 1 ) ^ ( 1 , І)-
Для перевірки функції на монотонність необхідно дослідити 

виконання нерівності / ( а , ,  а 2, ..., ап) < / ( Ь }, Ь2, ..., Ьп) для всіх пар 
наборів (ах, а2, ..., ап)<{Ь{, Ь2, ..., Ьп), крім випадків (а ,, а2, ..., ап) ~  
= (Ь{, Ь2, ..., Ьп), у яких значення функцій збігаються.

Приклад 5.3.1. Дослідити на монотонність функції / ( х ,  у ) = х - у  

та ф (х, у )  = х @ у .
Р о зв ’язання. Для функції / (х, у )  запишемо всі набори значень 

змінних, для яких виконується віднош ення порядку, становимо 
значення функції на даних наборах і порівняємо їх:

(0, 0 )< (0 , 1), / ( 0 ,  0) = 0 , / ( 0 ,  1) =  0, Д О , 0) < / ( 0 ,  1);
(0, 0) < (1, 0), / ( 0 ,  0) = 0 ,/(1 , 0) = 0, Д О , 0) < /(1 , 0);
(0, 0) < (1, 1), Д О , 0) = 0 ,/(1 , 1) = 1, Д О , 0) < /(1 , 1);
(0, 1)<(1, 0), Д О , 1) = 0 ,/(1 , 0) = 0, Д О , \ ) < Д \ ,  0);
(0, 1)<(1, 1), / ( 0 ,  1) = 0 ,/(1 , 1) = 1, Д О , 1 )< /(1 , 1);
(1 , 0 ) <  ( 1 , 1 ), / ( 1 , 0 ) = 0 , / ( 1 , 1 ) = 1 , / ( 1 , 0 ) < / ( 1 , 1).
Висновок: функція / (х, у )  = х - у  є монотонною.
Аналогічно виконуємо дослідження для функції ф (х, у ) :
(0, 0) <  (0, 1), ф (0, 0) = 0, ф (0, 1) =  1, ф (0, 0 ) < Ф (0, 1);

(0, 0) < (1, 0), ф (0, 0) =  0, Ф (1, 0) =  1, ф (0, 0 ) < ф  (1, 0);

(0, 0 ) <  (1, 1), ф (0, 0) =  0, ф (1, 1) =  0, ф (0, 0 ) < ф  (1, 1);

(0, 1 )< (1 , 1), ф (0, 1) =  1, Ф (1, 1) = 0, ф (0, 1 ) £ Ф (1, 0).

Висновок: функція ф (х, у )  = х  © у  не є монотонною.

Теорема 5.3.1. Булева функція, відмінна від констант 0 і 1, є 
монотонною, якщо вона припускає зображення формулою алгебри 
логіки без заперечень.
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Доведення. Нехай деяка формула алгебри логіки без заперечень 
зображує деяку функцію /  від п змінних. Перетворимо її на ДНФ. 
Вона також не буде містити заперечень. Припустимо, що функція /  
не монотонна, тоді на якійсь інтерпретації а < Ь  значення / ( а )  < / ( 6 ), 
тобто / (а ) = 1, / ( Ь) = 0. Рівність / ( а )  = 1 означає, що ДНФ функ­
ція /  містить елементарну кон’юнкцію, яка дорівнює 1 на наборі а. 
Оскільки дана кон’юнкція не містить заперечень, її можна позначити 
через х, ■ х2 ■■■■•хк. Оскільки х, ■ х2 ...■ хк =1 на наборі а, •а2 -...-ак =1, 
то і а1= а 2 =... = ак = 1. Так як було зроблене припущення, що 
а <Ь,  то Ь1=Ь2 =... = Ьк = \.  Тоді кон’юнкція х1-х2 -...-хк =1 при 
підстановці значень із набору Ь дорівнює одиниці, звідки випливає, 
що / ( Ь )  = 1. Однак з початку доведення було зроблене припущення 
/ ( Ь) =  0. Значить, припущення помилкове, і функція /  монотонна.

Нехай тепер /  монотонна функція від п змінних. Зобразимо її 
у ДНФ. Припустимо, що вона містить елементарну кон’юнкцію із 
запереченням. Позначимо її х, -к, де к  елементарна кон’юнкція 
змінних х 2, . . . , х к. Розглянемо певний набір (0, а2, ..., ак, ак+1,..., ап), 
в яком у х,дА: = 1, а отже і / ( а , )  = 1. Тепер розглянем о набір 
(1, а2,..., ак, ак+х,..., ап). О скільки ах< а 2, і функція /  монотон­
на, то / ( а 2) = 1. Останнє твердження буде справедливе тільки тоді, 
коли ДНФ функції містить елементарну кон’юнкцію х, • к, яку на­
бір (1, а2,..., ап) обертає на одиницю. Таким чином, ДНФ функції 
/  можна записати у вигляді: х, • к  V х, • к. Застосувавши дистрибу­
тивний закон і закон виключеного третього, отримаємо:

х, • к V х, • к = (х, V х) • к = к.

Таким чином, змінна із запереченням завади  може бути вида­
лена з ДНФ  монотонної функції, що і потрібно було довести.

Приклад 5.3.2. Визначити, чи є функція / (х ,  у  ,г )= (х  V ? )—> у  

монотонною.
Розв ’язання. Виразимо задану функцію через елементарні фун­

кції алгебри логіки:

(х V 1 )  — »  у  = (х V Г ) V у  = X • 2  V у .
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Отримана формула алгебри логіки не містить заперечень, отже 
функція / (х, у , 7.) є монотонною.

5.4. Дослідження логічних функцій на лінійність

О значення 5.4.1. Логічну функцію називають лінійною, якщо 
її поліном Ж егалкіна (§ 3.3) не містить кон’юнкції змінних.

Приклад 5.4.1. Д ослідити на лінійність функцію / ( х , у , г) = 

= (х  1  у )  V  2 .

Розв ’язання. Побудуємо поліном Жегалкіна функції / (х, у , г ) , 

використовуючи такі тотожності: х  ^  у  = XV у , х \ ' у  = х - у ® х ® у ,  
х  = х ©  1 (§ 3.2), тоді

/ ( х ,  У ,  г )  =  ( х  1  у )  V  2  =  ( х  V  У )  V  1  -  ( х  V у )  ■ 1  ©  ( х  V у )  ©  2  ©  1 =

= (х • © X © © 1) * ( 2  © 1) © (х '_У©Х©_У©1)Ф2©1 —

= Х-ІУ -2 © Х -2 © 7 '2 © 2 © Х -> ’© Х Ф > ’© 1© Х ->’© Х © > '© 1 © 2 © 1  = 
= Х - у - 2 ® Х - 2 ® у - 2 ® 1 .

Висновок: функція / (х, у , г)  = (х і  у )  V  2  не є лінійною, оскі­
льки її поліном містить кон’юнкції змінних.

5.5. Дослідження на замкнутість класів 
і повноту логічних функцій

О значення  5.5.1. М ножнику К  логічних функцій називаю ть 
замкненим класом, якщо довільна суперпозиція функції із К  та­
кож належить множині К.

Замкнення системи функцій К  позначають [.К]. Очевидно, що

коли К  — замкнений клас, то [А"] = К.

Існує п ’ять замкнених класів логічних функцій:
К 0 —  функції, що зберігають 0;

К х —  функції, що зберігають 1;
5  —  самодвоїсті функції;
М  —  монотонні функції;
Ь —  лінійні функції.
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До класу  К 0 належать логічні функції / ( х , ,  х 2,..., хп) ,  як і збе­

р ігаю ть 0, якщо / ( 0 ,  0,..., 0) = 0 . Наприклад, функції 0, х,  х - у ,  

X V у ,  х ® у  зберігають 0, тобто належать класу К 0, а функції

1, х,  х  —» у  не зберігають 0, тобто не належать класу К 0.

Клас К 0 містить 2 2 = 1 / 2 • 2 2 логічних функцій, що залежать

від п змінних (х,, х 2,..., хп).

Теорема 5.5.1. К 0 —замкнений клас.

Доведення. Нехай клас К 0 містить тотожну функцію. Тоді функція 

Р{хх, х2,..., = х2,..., хя), / 2(х,, х2,..., х„),..., / и(х„ х2,..., х„))
зберігає 0 , якщо функції / ,  / х, / 2, ..., / т зберігають 0 .

Дійсно, / ( / ( 0 ,  0,..., 0 ) ,/ 2 (0, 0,..., 0)...,/м(0, 0,..., 0)) = /(0,0,..., 0)=0, 

що і потрібно було довести.

Н аслідок. П овна система логічних функцій має містити 
хоча б одну функцію , яка не зберігає 0 .

До класу  К \ належать логічні функції / ( х , ,  х2,..., хл), які збе­
р ігаю т ь  1, якщ о / (1 ,  1,..., 1) =  1. Н априклад, ф ункції 1, х, х-у,  
XV у, х —> у  належать класу К х, а функції 0, х, х ®  у  —  ні.

Теорема 5.5.2. К х — замкнений клас.
Доведення. Нехай клас містить тотожну функцію. Тоді функція

Е{хх, х2,..., хя) = Л/ІС*і> *2>-> *2>-> хп \ — > *г>-, *„))
зберігає 1 , якщо функції / ,  / х, / 2, ..., / т зберігають 1 .

Дійсно, / ( / ( 1 ,1 ,...,1 ),/2 (1, 1,..., 1)...,/и(1, 1,..., 1)) = /(1 , 1,..., 1) = 1, 
що і потрібно було довести.

Н аслідок. Повна система функцій має містити хоча б одну 
функцію, яка не зберігає 1 .

Клас К х містить 2 2 4  = 1 /2 -2 2 логічних функцій, що залежать 
від п  змінних (х,, х2,..., хл).

1 3 -
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До класу  5  належать сам одвоїсті функції, тобто функції, які 
набувають протилежних значень на протилежних наборах значень 
змінних / ' (хх, х2,..., хп) / ' (хх, Х2,..., хл).

Теорема 5.5.3. Клас 5 —  самодвоїстих функцій замкнений. 
Доведення. Нехай клас 8  містить тотожну функцію. Тоді функція 

X,,..., ) —/С/і С*і > Х2,..., Хп\  / 2{хх, Х2,..., хл) , ..., / ,(^ ,  х>,..., хп))
самодвоїста, якщо функції / ,  / | ,  / т самодвоїсті. Застосува­
вши принцип двоїстості, отримаємо:

Р ( х х, х2,..., х„) = / * ( / * ( х х, х2,..., хп) , / 2 {хх, х , , - ,

Р  •* '« ))  — С * р  * „ ) >  У 2 С * Р

/ т ( * Р  * 2 > - ,  Д Г„)) =  / ;’( Л р  * „ ) >

що і потрібно було довести.

Н аслідок. Повна система логічних функцій має містити 
хоча б одну несамодвоїсту функцію.

Клас 8  самодвоїстих функцій від п змінних (хх, х2,..., хп) до­

рівнює кількості двійкових наборів довжиною 2 Я_1, тобто 2і  • ~ І 7 .
До класу  М  належать м онотонні ф ункції, якщо для будь-яких 

двійкових пар наборів значень змінних (а ,, а2,..., ап) і (Ьх, Ь2,..., Ьп) ,  
для яких виконується відношення {ах, а2,..., ап)< (Ь х, Ь2,..., Ьп), 
випливає, що / ( а , ,  а2,..., ап) < / ( Ь х, Ь2,..., Ьп).

Наприклад, х, х-у,  X V у  — монотонні функції, а Зс, х —>_у, х \ х —  
немонотонні.

Теорема 5.5.4. Клас М  —  монотонних функцій замкнений.
Доведення. Нехай клас М  містить тотожну функцію. Тоді функція 

^ ( х , ,  х2,..., Хл) = / ( / ; О р  * 2>-> Хп), / 2(х і, х2,..., хп) , . . . , / т(х„ X,,..., хп)) 
монотонна в разі монотонності функцій / ,  / х, / 2,..., / т.

Нехай (а ,, а2,..., ап)< (Ь х, Ь2,..., Ьп), тоді / ( а , ,  а2,..., ап)<  
< / і(Ьх, Ь2,..., Ьп) для всіх / = 1 , 2 ,..., п. Звідси випливає, що

Р (а х, а2,..., ал) = Л / і ( а , ,  а2,..., а „ ) , / 2 (а ,, о2,..., а„),...,

/ т(ах, а2,..., аи) ) < / ( / х(Ьх, Ь2,..., Ьп) , / 2(ЬХ, Ь2,..., Ь„ ) , ...,
/ т(Ьх, Ь2,..., ЬП)) = Р{ЬХ, Ь2,..., Ь„).
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Таким чином, Р (а х, а2,..., ап)< Р (Ь х, Ь2,..., Ьп) ,  що і потрібно 
було довести.

ь * » ” Наслідок. Повна система логічних функцій має містити 
хоча б одну немонотонну функцію.

До класу  Ь  належать л ін ій н і логічн і ф ункції, в яких поліном 
Ж егалкіна має / ( х х, х2,..., х„) = с0 ® с 1-х1® с 2 -х2 ® ...® с п -хп .

Коефіцієнти с0, с,, с2,..., сп лінійного полінома можуть утво­
рювати довільний набір значень з и + 1 нулів і одиниць. Унаслідок 
сдиності полінома Ж егалкіна різним набором коефіцієнтів відпові­
дають різні логічні функції. Таких функцій може бути 2Л+1 від п 
змінних. Прикладом лінійних логічних функцій можуть бути функ­
ції X, X, х  ~  у , а нелінійними---  XV у , х  —> у.

Теорема 5.5.5. Клас X — лінійних функцій замкнений.
Доведення. Множина Ь усіх лінійних функцій є замкнений клас, 

тому що підстановка формул вигляду с0 ©  с, ■ де, © с2 • х2 Ф ...Ф  с„ • хи 
у формулу такого самого вигляду знову дає формулу того самого 
вигляду.

Н аслідок. П овна система логічних функцій має містити 
хоча б одну нелінійну функцію.

Замкнуті п ’ять класів логічних функцій називаю ть к л асам и  
Поста. Розглянемо критерій функціональної повноти системи логі­
чних функцій, використовуючи класи Поста.

О значення 5.5.1. Система логічних функцій повна, якщо вона 
містить хоча б одну функцію, що не зберігає нуль, хоча б одну фу­
нкцію, що не зберігає одиницю, хоча б одну несамодвоїсту функ­
цію, хоча б одну немонотонну функцію і хоча б одну нелінійну фу­
нкцію.

Тобто, виходячи із зазначеного критерію Поста, випливає, що 
для повноти будь-якої логічної функції необхідно й достатньо, щоб 
для кожного з п ’яти замкнених класів вона містила функцію, яка 
цьому класу не належить.

Необхідно зауважити, що одна й та ж  логічна функція може зо­
бражати у функціонально повній системі одну або кілька необхід­
них властивостей. Тому мінімальне число логічних функцій у фун­
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кціонально повному наборі дорівню є одиниці, але одна функція 
може мати всі п ’ять необхідних властивостей.

О значення 5.5.2. Повну систему логічних функцій називають 
нескоротною , якщо з неї неможливо виключити жодної логічної 
функції без утрати властивості повноти. М аксимальна кількість ло­
гічних функцій у нескоротному функціонально повному наборі до­
рівнює чотирьом.

Приклад 5.5.1. За допомогою критерію Поста визначити функ­
ціональну повноту системи < , V  > .

Розв ’язання. Заперечення зображуване за допомогою полінома 
Ж егалкіна Зс= х© 1. Звідси випливає, що функція заперечення —  
лінійна. Будуємо таблиці істинності для функції заперечення і 
диз’юнкції, табл. 5.5.1 і табл. 5.5.2 відповідно

Таблиця 5.5.1 Таблиця 5.5.2

X X
0 1

1 0

X У X V  У

0 0 0
0 1 і
1 0 1
1 1 1

Із табл. 5.5.1 випливає, що функція заперечення не зберігає 0 і 1, 
є сам одвоїста і нем онотонна, а із табл. 5 .5 .2  те, що функція 
диз’юнкція зберігає 0  і 1 , є несамодвоїста, не лінійна, але монотонна.

Побудуємо табл. 5.5.3, в якій помітимо знаком «+» наявність 
відповідних властивостей у функції, а знаком « -»  —  її відсутність.

Таблиця 5.5.3

Назва властивості X V  у

Зберігання 0 - +

Зберігання 1 - +

Самодвоїстість + -

Монотонність - +

Лінійність + -
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У кожному рядку таблиці присутній знак «-» . Отже, для кожно­
го класу Поста в даній системі є хоча б одна логічна функція, яка 
цьому класу не належить. Тому за критерієм Поста така система 
логічних функцій є функціонально повною.

В табл. 5.5.4 приведені результати дослідження щодо належно­
сті до п ’яти класів відповідних елементарних логічних функцій 
двох змінних.

Належність логічної функції до розглядуваного класу в таблиці 
відмічено знаком «+», а неналежність —  знаком «-».

Таблиця 5.5.4

Назва функції
Символічне
позначення

функції

Представлення 
функції 

в алгебрі 
логіки

Класи логічних 
функцій

*0 5 М ь

Константа 0 0 0 + - - + +

Константа 1 1 1 - + - + +

Змінна X X + + + + +

Заперечення X X - - + - +

Рівнозначність X, ~ х 2 х,х2 V Х]Х2 - + - - +

Нерівнозначність Х| © х2 Х|Х2 V х,х2 + - - - +

Диз’юнкція X, V х2 X, VX2 + + - + -

Кон’юнкція х ,-х 2 X) ■ х2 + + - + -

Імплікація Х[ —> х2 *1 У Л'2 - + - - -

Заборона х, Дх2 X, -х2 + - - - -

Стрілка Пірса X, 4* х2 X] -х2 - - - - -

Функція Шеффера X, |х 2 Х і ^ х 2 - - _ - -

О значення  5.5.3. Систему логічних функцій називаю ть ф ун ­
к ц іо н ал ьн о  п овн ою  в сл аб ко м у  розум ін н і, якщо будь-яка ло ­
гічна ф ункція мож е бути зображ ена суперпозицією  ф ункцій  із 
множини, що отримана шляхом додавання до множини системи 
констант 0  і 1 .
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З критерію Поста для означення 5.5.1 випливає, що для функці­
ональної повноти системи функцій у слабкому розумінні достат­
ньо, щоб у системі містилися нелінійна та немонотонна функції, 
оскільки решта необхідних властивостей присутня у констант 0  і 1 , 
табл. 5.5.4.

Ф ункціональна повнота системи означає можливість реалізува­
ти будь-яку логічну функцію при синтезі логічних елементів за до­
помогою елементів відповідної повної системи. Константи 0 і 1 не 
потребую ть спеціальних елементів для реалізації, тому часто їх 
вважають даними. В такому випадку систему типів логічних еле­
ментів досліджують на функціональну повноту в слабкому розу­
мінні.

Приклад 5.5.2. За допомогою критерію Поста визначити функ­
ціональну повноту систем < , А > , < , —» ,  < , змінна > .

Р о зв’язання. Користуючись даними табл. 5.5.4, побудуємо табл.
5.5.5, у якій для кожної системи знаком «+» відмітимо наявність 
відповідних властивостей у функції, а знаком « -»  —  їх відсутність

Таблиця 5.5.5

Назва властивості X х А  у X X —» у X X

Зберігання 0 - + - - - +

Зберігання 1 - - - + - +

Самодвоїстість + - + - + +

Монотонність - - - - - +

Лінійність + - + - + +

Із табл. 5.5.5 випливає, що для систем < , Д >, < , —> > у 
кожному рядку присутній знак « -» , тому згідно з критерієм Поста 
такі системи логічних функцій є функціонально повними. У систе­
мі < , змінна > при самодвоїстості і лінійності знак «—» відсутній, 
і тому згідно з критерієм Поста така система логічних функцій не є 
функціонально повною.
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Контрольні запитання

1. Дайте визначення двоїстої функції.
2. .Яку функцію називають самодвоїстою?
3. Сформулюйте принципи двоїстості.
4. Яким чином формується таблиця істинності двоїстої функції?
5. Сформулюйте правило отримання аналітичним шляхом із зада­

ною формулою функції, двоїстої до неї.
6 . Дайте визначення логічних функцій, що зберігають нуль та одиницю.
7. Як за таблицею істинності функції визначити, чи зберігає вона 

нуль та одиницю?
8 . Назвіть функції двох змінних, які зберігають нуль та одиницю.
9. Дайте визначення монотонності логічної функції.

10. Якщо функція зображена формулою алгебри логіки із запереченням, 
то /  монотонна чи ні? Відповідь обґрунтуйте.

11. Чи можливо за видом ДНФ логічної функції стверджувати про її 
монотонність?

12. Яку логічну функцію називають лінійною?
13. Яку логічну функцію називають нелінійною?
14. Сформулюйте означення про замкнені класи логічних функцій?
15. Скільки замкнених класів логічних функцій існує? Назвіть їх.
16. Сформулюйте критерії Поста про повноту системи логічних функцій.
17. Яка повна система логічних функцій називається нескоротною?
18. Дайте визначення функціонально повної у слабкому розумінні си­

стеми логічних функцій.

1. Знайти двоїсті формули до таких функцій:
а) х - у у  у - 2 У х-г,

б )  х  ■ (у V 2) V  ( х  V  у  V г ) ;

в) ( х  V  у) ■ 2 V у  V  ( х  • у  V  г ) .

2. Визначити самодвоїстість у наступних функціях:

а) / О ,  у )  = х \ / ( х - у ^ у ) \

б )  / ( * ,  у) = (XV у)  ■ ( х  V  у);̂  ^

в )  І ( х ,  У ,  2) = х ■ у  V х ■ г V у ■ г;
Г) ї ( х ,  У ,  2) -  X ■ у  V X • 2 V у  • 2.

Задачі для самостійного розв’язування
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3. В наведених нижче функціях визначити, чи зберігають вони
0  чи 1 :

а )  х - у ч х - І ч х - у - І ;  б )  ( х  — > у )  V  ( х  ~  ^ ) ;  в )  ( х  ©  у )  — > х  ■ у .

4. Дослідити такі функції на монотонність:
а) х ■ у  ~  у;  б) ( х Д ] / ) - > х ;  в) х - у  Ф х Ф у ;

г) (х і  у )  А  2 ; д) (х -> у )  ->  г; є) ( х  V у )  - » ( х  | у).
5. Дослідити на лінійність такі логічні функції:

а) ( х  7 ) | ( х  А у);  б) (х © у )  ->  ( х  V  2 );

в) ( х і ^ ) у ( ^ Ф ^ ) - > ( ^ 'V 2 ); г) ( л : | ^ (3^ VЮ;

Д) О  ~  У) ->  (*  | У) А (*  І  у).
6 . За допомогою критерію Поста перевірити на функціональну 

повноту такі системи:

а) < 0, 1, > ;  б) < 0, 1, ~ > ; в) <~, 1, V > ;

г) <•, ©, 1 > ;  д) <->, А > ; є) < 1 , ©, > ;

ж) < > ;; з) < V, ■, > ;  і) <V , © > .
7. Довести функціональну повноту функції Ш еффера і стрілки 

Пірса.

Коментарі

У даному розділі дослідження на двоїстість, монотонність, л і­
нійність, а також дослідження на замкнутість і повноту логічних 
функцій взяті з [8 , 2 1 ].
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ЛОГІКА МІНІМІВАШЇ 
БУЛЕВИХ ФУНКЦІЙ

Розділ 6

6.1. О сновні визначення

Задача мінімізації складається з пошуку найпростішої формули 
логічної функції за обраним критерієм. У якості критерію може ви­
ступати кількість змінних у формулі, кількість знаків кон’юнкції та 
диз’ю нкції або комбінація подібних критеріїв.

У  цьому розділі розглянуті різні методи логіки мінімізації на 
множині ДНФ і КНФ. М інімальні форми, які отримані в процесі 
мінімізації називають мінімальними ДНФ і КНФ.

О значення 6.1.1. Ім пл ікан тою  деякої логічної функції /  на­
зивають таку функцію ф, яка на всіх інтерпретаціях, на яких вона 
дорівнює о д и н и ц і,/теж  дорівнює одиниці.

Елементарні кон’ю нкції, що входять до складу ДНФ  функції, 
також є її імплікантами.

О значення 6.1.2. П ростою  ім плікантою  логічної ф у н к ц ії/н а ­
зивають таку імпліканту, що ніяка її власна частина не є імплікан­
тою даної функції.

Означення 6.1.3. Скороченою  Д Н Ф  називають диз’юнкцію всіх 
простих імплікант логічної функції.

О значення 6.1.4. Т упиковою  Д Н Ф  називають ДНФ даної ло­
гічної функції, яка складається тільки з простих імплікант.

На відміну від скороченої ДНФ, тупикова ДНФ може не міс­
тити деякі із простих імплікант функції. Кожна логічна функція має 
єдину скорочену ДНФ і може мати декілька тупикових ДНФ.

О значення 6.1.5. М інім альною  Д Н Ф (М Д Н Ф ) логічної функції 
називають одну з тупикових ДНФ, якій відповідає найменше зна­
чення критерію мінімізації ДНФ.

101



Якщо логічн а ф ункція зад ан а  Д Н Ф , то для знаходж ення її 
простих імплікант використовують такі операції для перетворення 
формул алгебри логіки.

Операція неповного диз’юнктивного склею вання:

А ■ х V А - X = А V А ■ х V А ■ X.

Операція диз’юнктивного поглинання:

А  V А ■ х  = А

Операція повного диз’ю нктивного склею вання:

А-х V А ' х  — А,

де А —  певна елементарна кон’юнкція змінних, а х  —  логічна 
змінна.

Приклад 6.1.1. Виконати операції повного склеювання логічної 
функції, заданої в ДДНФ різними способами:

/ ( х ,  у,  2) = Х- у -  2 ' / Х - у - 2 У Х - у - 2 Ч Х - у  -2.

Р о зв’язання. Виконаємо операції повного склеювання першим 
способом:

/ ( х ,  у , 2) = Х - у - 2 Ч  Х - у - г \ /  Х - у - X V  Х - у - 2  = ( х - у - 2 \ /  х - у - г ) \ /  

V(̂ С 7 ' 2 У х - у - г ) \ / ( х - у - 2 у  Х- у - 2 )  = у - 2 У  Х- 2 У х - у .

Тепер виконаємо операції склеювання іншим способом, інакше 
компонуючи імпліканти:

/ ( х ,  у , г)  = (я  ■ у  ■ 2 V х  ■ у  ■ 2) V (х  - у  ■ 2 V X ■ у  - г )  = у  ■ 2 V х  ■ у.

В результаті склеювання отримані дві різні тупикові ДНФ 
логічної функції/ (х, у , г). Друга тупикова ДНФ простіша за першу, 
оскільки містить меншу кількість символів змінних і знаків 
операцій.

О значення 6.1.6. Імпліцентою  певної логічної функції /  на­
зивають таку функцію ф, яка на всіх інтерпретаціях, на яких вона 
дорівнює н у л ю ,/теж  дорівнює нулю.

Елементарні д и з’ю нкції, що входять до складу КНФ функції, 
також є її імпліцентами.
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О значення 6.1.7. Простю імпліцентою логічної функції/ нази­
вають таку імпліценту, що ніяка її власна частина не є імпліцентою 
даної функції.

Означення 6.1.8. Скороченою КНФ називають кон’юнкцію всіх 
простих імпліцент логічної функції.

О значення 6.1.9. Тупиковою КНФ називають КНФ даної ло­
гічної функції, яка складається тільки з простих імпліцент.

О значення 6.1.10. М інімальною КНФ (МКНФ) логічної функ­
ції називають одну із тупикових КНФ, якій відповідає найменше 
значення критерію мінімізації КНФ.

Для мінімізації КНФ використовують такі операції склеювання.
Операція неповного кон’юктивного склею вання:

(А  V  х) ■ (А  V  х) = А ■ (А V  х) ■ (А  V  х).

Операція кон’ю ктивного поглинання:

А ■ (А V х )  = А.

Операція повного кон’юктивного поглинання:

(А  V х) ■ (А  V  х) = А, 

де А  —  деяка елементарна диз’юкція, а х  —  логічна змінна.

6.2. Метод Вейча
*

М інімізацію логічних функцій методом Вейча застосовують для 
функцій / ( х , ,  х2, х„), які містять, як правило, не більше чоти­
рьох змінних і повинні бути задані в аналітичній формі у вигляді 
ДЦНФ або ДКНФ. Однак, цей метод може застосовуватись і для 
більшого числа змінних.

У методі В ейча для м ін ім ізац ії використовую ть таблиці, які 
являють собою прямокутник, що вміщує п клітинок, до яких за­
носять один и ці при м ін ім ізац ії логічних ф ункцій , які задан і в 
ДДНФ або нулі, у випадку мінімізації логічних функцій, поданих у 
ДКНФ. Якщо функція записана в ДНФ або КНФ, то її слід попе­
редньо перевести до ДЦНФ або ДКНФ.

Структури таблиць Вейча для двох, трьох і чотирьох логічних 
змінних приведені на рис. 6 .2 .1 .
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Рис. 6.2.1

Як випливає із рис. 6.2.1, структура таблиці для двох змінних 
має вид таблиці 2x2, для трьох —  2x4, а для чотирьох —  4x4.

Із таблиць випливає, що кожна змінна і її заперечення містяться 
з одного боку таблиці. За такого розміщ ення дві різні зм інні із 
запереченням чи без покривають 2 " ~ 2 клітинки. Такі покриття від­
повідають логічним добуткам п змінних —  конституентам одиниці 
функції. Наприклад, структура таблиці Вейча з відповідними мін- 
тернами і абстрактними змінними в клітинках для трьох зміних 
показана на рис. 6 .2 .2 .

УС Ус

У Х - у - 2 Х - у - 2 Х - у - 2 Х - у - 2

У Х - у - 2 Х - у ' 2 Х - у - 2 Х - у - 2

2 2 2

Рис. 6.2.2
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Із рис. 6 .2 . 2  випливає, що важливою властивістю цих мінтерн є 
те, що ті з них, які належать до сусідніх клітинок і до клітинок, що 
містяться з краю одних і тих же рядків і стовпчиків таблиці, доз­
воляє здійснювати мінімізацію функції безпосередньо за таблицею 
в наочній формі.

Д ля  того, щоб занести ДЦНФ функції / ( * , ,  х2, ... ,  хп) в табли­
цю Вейча необхідно розмістити одиниці в клітинках, що відпові­
даю ть її конституентам одиниці. Якщо одиниці розташ овані в 
сусідніх клітинках, наприклад, таких, що відповідають добуткам х ■ 
у - г  і х - у  ■ г, то внаслідок того, що вони відрізняються знаком 
заперечення лише в одній змінній (у даному випадку х), відбува­
ється операція склеювання за змінною х. Результатом склеювання 
для цього випадку буде х-  у  - г  V х- у  ■ г  = у  ■ г ( х  V  х) = у  • г. Дві 
змінні у  і 2  покривають спільно разом дві клітинки.

Якщо одиниці розташовані в чотирьох клітинках, то це означає, 
що відбувається склею вання чотирьох сусідніх конституент за 
стовпчиками і рядками. У результаті цього буде отримана одна 
змінна, яка покриває всі чотири сусідні клітинки. Тобто, склеюван­
ня як у першому, так і у другому випадках проводиться графічно за 
допомогою о б ’єднання клітинок у групи.

Склеювання клітинок у таблиці Вейча і отримання мінімальної 
ДНФ відбувається за таким правилом.

1. К літинки о б ’єдную ться у групи, що позначаю ть операції 
склеювання. В об’єднанні беруть участь тільки ті сусідні клітинки, 
в яких містяться одиниці.

2. В групу дозволяється об’єднувати кількість клітинок 2", п = 1, 
2 ,3 . . .  При цьому група може мати лише прямокутну або квадратну 
форму.

3. При склеюванні необхідно знайти набір максимальних груп 
клітинок. Під максимальною групою розуміють групу, яка не вхо­
дить цілком у жодну іншу групу і відповідає простій імпліканті 
функції. Кількість груп у такому наборі повинна бути мінімальною, 
оскільки така група відповідає мінімальній тупиковій ДНФ. Кожна 
одиниця таблиці Вейча повинна входити хоча б до однієї групи, що 
забезпечує покриття функції отриманим набором імплікант.

4. Кожна група клітинок, що отримана після склеювання, відпо­
відає тій імпліканті функції, реальні змінні якої мають однакове 
значення для всіх клітинок групи.

105



5. Диз’юнкція всіх отриманих простих імплікант зображує резуль­
тат м інім ізації формули і є м інімальною  ДНФ.

Оскільки при мінімізації на множині ДНФ у склеюванні беруть 
участь тільки клітинки, які містять одиниці, то нулі в таблиці Вейча, 
як правило, не вказую ть, а маю ть на увазі, що порожні клітинки 
містять нулі.

П риклад 6.2.1. Знайти М ДНФ логічної функції

/(х, у, г) = X- у  ■ X- у  - X - у  - х- у  ■ I V  X- у-  2.

Р озв’язання. У  відповідності з рис 6.2.16, будуємо таблицю Вейча, 
до якої заносимо одиниці згідно із заданою  логічною  функцією , 
рис. 6.2.3.

Виконуємо склеювання клітинок таблиці відповідно з розгляну­
тими вище правилами. При склеюванні необхідно об’єднати чоти­
ри клітинки, де містяться чотири одиниці, що перебувають у двох 
клітинках першого і останнього стовпчиків, які накриваються змін­
ною г, а одиниця, яка залишилась у другому стовпчику, склеюєть­
ся з одиницею першого стовпчика нижнього рядка таблиці. У ре­
зультаті цього отримаємо ДНФ логічної функції/ (х,у, г) = г у  х-у.

Для мінімізації логічної функції /(хх, х2, . .. ,  хп), поданої у ДКНФ, 
таблицю Вейча заповнюють нулями, які заносять у клітинки, що 
відповідають логічним сумам, на яких функція / дорівнює нулю. У 
всьому іншому процедура мінімізації відбувається за тими ж пра­
вилами, що були розглянуті для логічної функції, поданої у ДНФ.

П риклад 6.2.2. Знайти М КНФ логічної функції

/(х, у, 2 )  =  (х V  у  V  2 )  ■ ( х  V  у  V  2 )  ■ (х V  у  V  г )  • ( X  V  у  V  2 ) .
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Розв ’язання. У відповідності з рис. 6.2.16 будуємо таблицю Вейча, 
до якої заносимо нулі згідно із заданою логічною функцією, рис. 6.2.4.

X X

У < »

У » ) С 0
2 2 2

Рис. 6.2.4

Для отримання М КНФ цієї функції слід склеїти нулі, які розмі­
щені поряд, і нулі, які розміщені в лівому і правому нижньому углу 
таблиці. Окреслені суцільними лініями по два нулі, покриваються 
відповідними логічними сумами у  V  2  І у  V  2 . Звідси випливає, 
що М КНФ заданої функції матиме вигляд

І ( х , у ,  2> — (у  V 2> * (_у V 2>.

Застосування методу Вейча для часткового визначених логічних 
функцій розглянемо на прикладі.

Приклад 6.2.3. Знайти МДНФ логічної функції

/(х, у, 2, () = X -у ■ 2 ■ І V X ■ у ■ 2 • / V X • у • 2 • І,

яка невизначена при х ■ у  = 1.
Р о з в ’язання. У відповідності з рис. 6 .2 .їв , будуємо таблицю  

Вейча, до якої згідно із заданою логічною функцією заносимо оди­
ниці і ї ї  невизначеність при х - у  = 1 ,  рис. 6.2.5

X X

У
0 X ( Х ( У ) 1

X X
1

V
0 т

2 2 2

Рис. 6.2.5

де х  —  знак невизначеності функції.
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За рахунок невизначеності функції при х - у  = ї в  крайню праву 
верхню клітинку ставимо одиницю. Виконуємо склеювання кліти­
нок таблиці відповідно з розглянутими правилами. У результаті 
цього отримаємо МДНФ частково визначеної логічної функції

/ ( х ,  у,  2 , 1) = у  ■ г - і ч  у - г - 1  = 2 - і ( у у  у )  = г-1.

Мінімізація частково визначених КНФ логічних функцій відбу­
вається аналогічно мінімізації частково визначених ДНФ.

М етод Вейча може використовуватись і для більшого числа 
змінних. Так, наприклад, на рис. 6.2.6 приведена розмітка таблиці 
Вейча при її використанні для мінімізації логічних функцій, які 
мають п ’ять змінних.

V

у

у

У

V
2

)
- 2 2

>
2 2

)

Рис. 6.2.6

Вона має 32 клітинки для розміщення конституент одиниці при 
мінімізації ДНФ або конституент нуля при мінімізації КНФ. Ана­
логічно будують таблиці Вейча для мінімізації логічних функцій, у 
яких кількість змінних більш а п ’яти. Вони матимуть 64 клітинки 
для шести змінних, 128 кітинок для 7 змінних і т.д.

6.3. М етод К арно

Цей метод був запропонований у 1953 році Карно після раніше 
опублікованого методу Вейча. За своєю суттю він повторює метод 
Вейча, але має дещо відмінну структуру таблиць за формою, які 
приведені на рис. 6.3.1.
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На рис. 6.3.1 а показана таблиця Карно для двох змінних, на 
рис. 6.3.1 б  —  для трьох, а на рис. 6.3.1 в —  для чотирьох змінних. 
Д ля двох змінних структура таблиці Карно має вигляд 2x2, для 
трьох —  2x4, а для чотирьох —  4x4.

На відміну від таблиці Вейча, в таблицях Карно значення змін­
них розташовані у заголовках рядків і стовпчиків. Кожній консти- 
туенті одиниці або нуль ф ункції відповідає одна клітинка таблиці. 
Нуль або одиниця в клітинці показує значення функції на даній ін­
терпретації. Значення змінних розташовані так, щоб сусідні рядки і 
стовпчики таблиці відрізнялися значенням тільки однієї змінної, 
тобто так само, як і у таблиці Вейча. На відміну від таблиці Вейча, 
для інтерпретації змінних у таблицях Карно застосовуються двій­
кові послідовності (0, 0), (0, 1), (1,1), (1,0). У цій послідовності пе­
рша та остання інтерпретації також відрізняються значенням тільки 
однієї змінної, тому перший і останній рядки (стовпчики) вважа­
ються сусідніми. При такому розташуванні мінтерми, до яких за­
стосована операція склеювання, розташовуються у сусідніх клітин­
ках таблиці, і склеювання проводиться графічно за допомогою 
об’єднання клітинок у групи. Так, наприклад, структура таблиці 
Карно з відповідними мінтернами і абстрактними змінними в клі­
тинках для трьох змінних показана на рис. 6.3.2.

г Г Ч . 0 0 01 11 1 0

0 х - у -2 Х - у - 2 Х - у - 2 Х - у - 2

1 Х - у - 2 Х-У-2 Х - у - 2 Х - у - 2

Рис. 6.3.2
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Заповнення таблиць Карно для логічної функції аналогічне за­
повненню таблиць Вейча.

Всі правила склеювання клітинок і запису МДНФ і МКНФ в 
таблицях Карно аналогічні правилам склеюванням клітинок і запи­
су М ДНФ і МКНФ в таблицях Вейча.

Приклад 6.3.1. Знайти М ДНФ для функції

Е(Х, у , 2 ) = Х- у - 2 У Х - у - 2 У Х- у - 2 \ / Х - у - 2 У Х- у - 2 .

Розв'язання. У відповідності з рис 6.3.16 будуємо таблицю Ка­
рно, до якої заносимо одиниці згідно із заданою логічною функці­
єю, рис. 6.3.3.

Виконуємо склеювання клітинок таблиці у відповідності з роз­
глянутими в § 6.2 правилами. При склеюванні об’єднаємо чотири 
клітинки, де містяться чотири одиниці першої стрічки, які накри­
ваються змінною 2 , а одиниця, яка залишилась в останньому стов­
пчику, склеюється з одиницею останнього стовпчика першої стрічки. 
У результаті цього отримаємо МДНФ логічної функції

ї ( х , у , 2)  = 2 У Х - у .

Приклад 6.3.2. Знайти М КНФ для функції

/ ( х ,  у ,  2 )  =  ( х  V  у  V  2 )  ■ ( х  V  у  V  2 )  ■ ( х  V у  V  2 )  ■ ( х  V у  V  г ) .

Р озв’язання. У відповідності з рис 6.3.16, будуємо таблицю Карно, 
до якої заносимо нулі згідно із заданою логічною функцією, рис. 6.3.4.

^  0 0  0 1  1 1  1 0

0
0  ) '  0ч

1 С о

Рис. 6.3.4

110



Для отримання МКНФ функції необхідно склеїти нулі, які сто­
ять поряд, і нулі, які розміщені в лівому і правому кутках першої 
стрічки таблиці. Окреслені суцільними лініями по два нулі покри­
ваються відповідними логічними сумами у  V  2 І у  V  г. Звідси ви­
пливає, що МКНФ заданої логічної функції матиме вигляд

/ ( х , у , г ) =  ( у у  2) ■ ( у  V 2).

Застосування методу Карно для частково визначених логічних 
функцій аналогічне методу Вейча.

Приклад 6.3.3. Знайти МДНФ для частково визначеної логічної 
функції, яка не визначена, якщо х - у  = 1

/ ( х , у , 2 , і )  = Х - у - 2 - І Ч Х - у - 2 - І У Х - у - 2 - І У Х - } ’-2-{.

Р о зв’язання. У відповідності з рис 6 .3 .їв , будуємо таблицю Ка­
рно, до якої згідно із заданою логічною функцією заносимо одини­
ці і її невизначеність при х  - у  = 1, рис. 6.3.5.

-ч х у 00 01 Г 11 1° т
00 Ь (і) О
01 X

11 X

10 о 1 Г х (  1) Р
і

' * Рис. 6.3.5

Виконуємо склеювання клітинок таблиці у відповідності з роз­
глянутими правилами в §.6.2. У результаті цього отримаємо МДНФ 
частково визначеної логічної функції

/ ( х ,  у,  2 , і) = 2 - ( ЧХ-( .

М інімізація частково визначених КНФ логічних функцій відбу­
вається аналогічно мінімізації частково визначених ДНФ.

М етод Карно може використовуватись і для більшого числа 
змінних. Так, наприклад на рис 6.3.6 приведена розмітка таблиць 
Карно при їх використанні для мінімізації логічних функцій, які 
мають п ’ять змінних.
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<7 = 0  ? = 1  

Рис. 6.3.6

Дана таблиця має дві таблиці. В одній із них значення п ’ятої 
змінної = 0, а в іншій -  д = 1. В сумі вона має 32 клітинки для 
розміщення конституент одиниці при мінімізації ДНФ або конти- 
туент нуля при мінімізації КНФ. Склеювання клітинок таблиці від­
бувається у відповідності з розглянутими правилами в §.6 .2 .

6.4. М етод К вай н а

М етод мінімізації Квайна реалізує перехід від ДДНФ (ДКНФ) 
до ДНФ (КНФ) з використанням операцій склею вання та  погли­
нання.

Основу алгоритму Квайна складають такі кроки.
1. Записати ДДНФ (ДКНФ) заданої функції.
2. Виконати всі можливі операції неповного д и з’юнктивного 

(кон’ю ктивного) склею вання. О тримана ф ормула є д и з’юнкцією 
(кон’юнкцією) всіх можливих імплікант (імпліцент) даної функції.

3. Виконати всі можливі операції диз’юнктивного (кон’юнктив- 
ного) поглинання. Результуюча формула є скороченою ДНФ (КНФ) 
даної функції.

4. Скласти імплікантну (імпліцентну) таблицю і шляхом її пок­
риття за рахунок мінімальної кількості простих імплікант (імплі­
цент) знайти всі тупикові ДНФ (КНФ) даної логічної функції.

5. Серед тупикових ДНФ (КНФ) знайти мінімальну ДНФ (КНФ) 
логічної функції.

Приклад 6.4.1. Знайти методом Квайна МДНФ функції

/ ( х ,  у,  г )  = Х- у  - 2 4  X - у  - 2 4  X - у  - I V  X- у  - 2\ /  X- у - X V  X- у  - 2.
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Р о зв ’язання. Виконаємо всі можливі операції диз’юнктивного 
склеювання і поглинання

Х - у - 2 У Х - у - 2  =  Х - у ;

Х - у - 2 У Х - у - 2 - у - 2 \  

х -  у  - 2 V х -  у  - 2 =  х -  г ;

X-  у  ■ 2 У  х -  у -  2 =  х -  2\

Х - у - 2 У Х - у - 2  =  Х - у ;  

х- у -  г м  X- у -  2 = у -  2.

В результаті цього отримаємо формулу

/ ( х , у , х )  = X ■ у  ■ 2 4  X • у  ■ 2 4  X ■ у  ■ XV  X ■ у  ■ 2 \/ X ■ у  ■ 2 4  X ■ у  • 2 =

=  Х - у У у - 2 У Х - 2 У Х - 2 У Х - у У у - 2 .

Із аналізу формули випливає, що отримані інш і елементарні 
кон’юнкції не підлягають подальшому склеюванню, і тому диз’юнк­
ція всіх можливих імплікант даної функції матиме вигляд

/ ( х ,  у ,  2)  =  Х - у У у - 2 У Х - 2 У Х - 2 У Х - у У у - 2 .

О тримана формула є скороченою  ДНФ заданої функції. Для 
знаходження МДНФ складемо імплікантну таблицю, табл. 6.4.1.

Таблиця 6.4.1

• X '  у -2 Х ' У ' 2 Х - у - 2 Х - у - 2 Х - у - 2 Х - у - 2

Х'У » * *

У - 2 * *

Х - 2
* *

Х - 2
* *

X
 1 

Ч:
 

1

* *

У - 2 * *

Рядки заданої таблиці є прості імпліканти, а стовпчики-консти- 
туентами одиниці дослідж уваної функції. Зірочкою  в таблиці по­

113



значається кожна клітинка, для якої імпліканта рядка є власною ча­
стиною конституенти із стовпчика. Користуючись кроком чотирі 
алгоритму, шляхом покриття за рахунок мінімальної кількості про­
стих імплікант, знаходимо дві тупикові ДНФ, які мають такий вид:

ДНФ1: / ( х ,  у ,  г )  =  х - у  V I ' : ч у - г ;

ДНФ2: /(де, у ,  2 )  = у -2 V  х -2 V х  - у .

Вказані ДНФ містять по 6 символів змінних, а також однакову 
кількість знаків операцій диз’юнкції (2), кон’юнкції (3) і запере­
чення (3). В якості МДНФ можна вибрати ДНФ1 або ДНФ2.

Приклад 6.4.2 Знайти методом Квайна МКНФ функції 
/ (X,  у,  2 ) = ( х У у У 2) - ( х У у У 2) - ( х У у У 2) - ( х У у У 2)- 

■(х V у  V  г )  ■ (х V у  V г ) .

Р озв’язання. Виконаємо всі можливі операції кон’юнктивного 
склеювання і поглинання:

(X V у  V х )  ■ (х V у  V х )  = (х V у ) ;

(х V  у  V  г )  • (х V  у  V  2 )  -  { у  V  г ) ;

(х V у  V 2 )  • (х V У  V 2) = (х V 2 ) \

( X  V  у  V  2 )  ■ ( X  V  у  V  2 )  =  ( х  V  2 ) \

( X  V  у  V  2 )  ■ ( X  V  у  V  2 )  =  ( х  V  у ) \

(X V у  V 2) ■ (X V у  V 2) = (>> V 2).

В результаті цього отримаємо формулу

/ ( х ,  у ,  2 )  = (х V  у  V  2 )  • (х V  у  V  2~) • (х V  у  V  2 )  •

■(Х V у  V 2) ■ (2 V у  V 2) ■ (X V у  V 2) =

=  ( *  V  у) '  V  г )  ■ ( х  V  г )  • ( х  V  2 )  ■ ( х  V  у )  • ( у  V  х ) .

Із аналізу формули випливає, що отримані інші елементи диз’юн­
кції не підлягають подальшому склеюванню, і тому кон’юнкція всіх 
можливих імпліцент даної функції матиме вигляд

/ ( х ,  у , 2) = ( ХУ у ) - ( у у  2 ) - ( х У  2) - ( х У  2) - ( х Ч  у ) - ( у \ /  2).

Отримана формула є скороченою КНФ заданої функції. Для 
знаходження МКНФ складемо імпліценту таблицю, табл. 6.4.2.

114



Таблиця 6.4.2

X V  у V  2 X V  у  V  2 X V  у V  2 X V  у У  2 X V  у  V  2 X V  у V  2

X V  у * *

У  V  2. * *

X V  X
* *

X V I
* *

X V  у * *

У Ч  2 * *

Рядки заданої таблиці є прості імпліценти, а стовпчики —  кон- 
ституентами нуля. Зірочкою в таблиці позначають кожну клітинку, 
для якої імпліцента рядка є власною частиною конституенти із сто­
впчика. Користуючись кроком чотири алгоритму, шляхом покриття 
за рахунок мінімальної кількості простих імпліцент знаходимо дві 
тупикові КНФ, які мають такий вигляд:

КНФ 1: / О ,  у ,  2 ) = ( х у ] ' ) - ( і у 2 ) ' ( з ; у 2 );

КНФ2: / ( х , у , г )  =  (> >  V  г )  ■ (х  V г )  ■ (х  V  у ) .

Вказані КНФ містять по 6  символів змінних, а також однакову 
кількість знаків операцій кон’ю нкції (2 ), диз’юнкції (3) і запере­
чення (3). В якості М КНФ можна вибрати КНФ1 або КНФ2.

6.5. М етод М ак-К ласк і

У методі Квайна є істотна незручність, пов’язана з необхідніс­
тю повного попарного порівняння простих імплікант (імпліцент) на 
етапі їх визначення. Зі зростанням кількості мінтермів застосування 
методу Квайна стає складним. У 1956 р. Мак-Класкі запропонував 
модернізацію, яка істотно зменшує кількість порівнянь мінтермів.

Ідея її полягає в тому, що мінтерми записую ть у вигляді їх 
двійкових номерів, а всі номери розбивають за числом одиниць у 
них на непересічні групи. При цьому до і-о’і  групи ввійдуть усі но­
мери, що мають у своєму двійковому запису і одиниць. Попарно 
порівнювати можна тільки сусідні за номером групи, оскільки саме
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вони різні для тих мінтермів, що входять до них в одному розряді. 
Під час створення мінтермів із рангом, вищим від нульового, до 
розрядів, що відповідають вилученим змінним, записують знак 
“тире”. Така модифікація на практиці дає змогу уникнути випису­
вання громіздких мінтермів, залишаючи це їх двійковим номерам.

Приклад 6.5.1. Знайти за допомогою методу Мак-Класкі МДНФ 
функції/ (х,у, г, і), що задана такою ДДНФ

/ ( х ,  у,  2, і) = Х - у - 2 - ( У Х - у - 2 - І У Х - у - 2 - І У Х - у - 2 - ( У Х - у - 2 - ( У  

У Х - у - 2 ' І У Х - у - 2 - І У Х - у - 2 - І УХ - у - 2 - 1 .

Розв ’язання. Для знаходження МДНФ заданої функції за мето­
дом Мак-Класкі необхідно використати такий алгоритм.

1. Записати конституенти одиниці заданої функції у вигляді 
двійкового коду.

2. Згрупувати двійкові коди імплікант з однаковою кількістю 
одиниць і присвоїти їм індекс групи к.

3. Починаючи з к = 0, зробити порівняння кожного двійкового ко­
ду в групі з індексом к з кожним кодом з групи з індексом к  + 1. Якщо 
порівнювані двійкові коди різні тільки в одному розряді, то у наступ­
ний стовпчик таблиці записати відповідний їм двійковий код з порож­
ньою позначкою «-» на місці зазначеного розряду. Напроти кожного 
нового коду записати номери кодів двох імплікант, які брали участь 
у порівнянні, і у наступному стовпчику дані імпліканти помітити 
знаком « V» —  для непростих і знаком «*» —  для простих імплікант.

5. Серед однакових отриманих імплікант залишити тільки одну.
6. Циклічно повторювати кроки алгоритму 2...5 доти, доки іс­

нує можливість отримувати нові коди імплікант.
У відповідності з кроком 1 алгоритму, запишемо конституенти 

одиниці заданої функції /  (х, у, 2, і) у вигляді двійкового коду і за­
несемо в табл. 6.5.1.

Таблиця 6.5.1

Десяткові номери Двійкові коди Конституенти одиниці
інтерпретацій конституент ОДИНИЦІ функціїДду'.г,*)

0 0 0 0 0 х - у - х - 1

1 0 0 0  1 х - у  ■ 2 -І

2 0 0  10 х - у - г - І
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Закінчення табл. 6.5.1

Десяткові номери 
інтерпретацій

Двійкові коди 
конституент одиниці

Конституенти одиниці 
функціїДлг, у,  2, 1)

3 0 0  11 Х - у - 2-І

5 0 1 0  1 Х-у-2-1

7 0 1 1 1 Х-у-2-1

8 1 0 0 0 Х-у-2-1

10 10  10 Х-у-2-1

11 10  11 Х-у- 2- 1

Виконуючи кроки алгоритму 2...6 , заносимо дані в табл. 6.5.2.

Таблиця 6.5.2

Цикл 0 Цикл 1

к Код імпл. № імпл. Вид імпл. к Код імпл. № імпл. Вид імпл.

0 0 0 0 0 0 V
0

0 0 0 - 0,1 V

1
0 0 0  1 
0 0 1 0

1
2

V
V

0 0 - 0  
- 0 0 0

0,2
0,8

V
V

1 0 0 0 8 V 0 0 - 1 1,3 V

2
0 0  11 
0 1 0  1 
1 0  10

3
5
10

V
V
V

1
0 - 0  1 
0 0  1 -  
- 0  1 0 
1 0 - 0

1,5
2,3

2,10
8,10

V
V
V
V

0 -  І 1 3,7 V
V
V
V

3 • 0 1 1 1  
1 0  11

7
11

V
V

2 - 0  11 
0 1 - 1  
10 1 -

3.11 
5,7

10.11

Цикл 2

к Код імпл. № імпл. Вид імпл.

0 0  — (0, 1), (2, 3) *

0
0 0  — (0, 2, (1,3) *

- 0 - 0 (0, 2), (8, 10) *

- 0 - 0 (0, 8), (2, 10) *

0 —  1 (1, 3), (5, 7) *

1
0 - -  1 (1.5),  (3,7) *

- 0  1 - (2,3), (10, 11) *

- 0  1 - (2, 10), (3, 11) *
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Заповнення табл. 6.5.2 за циклами було зроблено таким чином. 
Спочатку заповнили три стовпчики нульового циклу : к  (позначен­
ня індексу групи); двійковий код імпліканти; номер імпліканти в 
десятковій системі числення. В подальшому імпліканти ділимо на 
групи за значенням к. Потім здійсню ємо порівняння коду першої 
імпліканти з групи к  = 0 (0 0 0 0) з кодами інших імплікант з групи 
к = 1. Вони відрізняються тільки в одному розряді, тому робимо їх 
склеювання та одержуємо нові імпліканти з кодами 0 0 0 -  0 0 - 0 ,  
-  0 0 0, які записуємо у стовпчик коду імпліканти циклу 1 в групу к -  0.

На наступному кроці заповнення табл. 6.5.2 попарно порівнює­
мо між собою коди групи 1 та 2 нульового циклу й отримаємо сто­
впчик коду імпліканти циклу 1, який належить групі 1. Аналогічно 
попарно порівнюючи між собою коди групи 2 та 3 нульового цик­
лу, отримаємо стовпчик коду імпліканти циклу 1, який належить 
групі 2.

Аналогічно будуються стовпчики і рядки циклу 2. Для цього 
використовують коди циклу 1. Але при цьому порівнянні кодів не­
обхідно дотримуватись такого правила: коди, що містять знак « -» , 
можуть утворювати нові імпліканти, тільки якщо вони містять зна­
ки « -»  в одних і тих же рядках. Закінчивши порівняння кодів у ци­
клах O i l ,  виділяємо їх знаком « V», бо вони не є простими імплікан- 
тами. У стовпчику «код імплікант» циклу 2 є однакові коди імплі­
кант, тому довільно викреслю ємо один з однакових рядків, щоб 
кожна імпліканта зустрічалася тільки один раз. Порівнюючи коди 
имплікант у циклі 2, приходимо до висновку, що методом склеюван­
ня з них неможливо отримати нові імпліканти. Тому коди циклу 2 
відповідають простим імплікантам і їх позначаємо зірочками.

Для знаходження тупикових ДНФ функції/ (х, у , z) будуємо ім- 
плікатну таблицю, табл. 6.5.3.

Таблиця 6.5.3

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0  10 1 0 0 0 0 0 1  1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1  1

0 0  —
* * * *

- 0 - 0 * * * *

0 — 1 * * * *

- 0  1 -
* * * *
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В рядках табл. 6.5.3 розташовані двійкові коди, що відповіда­
ють простим імплікантам, а в стовпчиках —  коди, що відповідають 
конституентам одиниці. Якщо двійковий код рядку є частиною ко­
ду стовпчика (позиції із знаком « -»  не порівнюються), то у відпові­
дну клітинку таблиці заноситься зірочка. Із табл. 6.5.3 знаходимо 
МДНФ шляхом вибору із неї мінімальної кількості імплікант, які 
повністю перекривають усі двійкові коди конетитуент одиниці

/ ( х ,  у , 2, І) = у - І У  Х- І У у-2.

Таким чином, за допом огою  методу М ак-К ласкі отрим али 
М ДНФ ф ункц ії Л х , у , г, І), яка містить лиш е три елем ентарні 
кон’ю нкції замість дев’яти конетитуент одиниці ДДНФ функції.

Знаходження М КНФ логічної функції за методом М ак-Класкі 
аналогічне знаходженню МДНФ.

6 .6 . М етод невизначених коеф іцієнтів

Цей метод може бути застосований при м ін ім ізації логічних 
функцій будь-якого числа аргументів. Для простоти викладення 
розглянемо його застосування для мінімізації функції, яка має три 
змінні.

Нехай задана логічна функція /  (х, у , г) у вигляді ДНФ таким 
чином
Д х ,  у ,  2 )  = К \х  У  К? X У  К \у  У  К °2 у  У  К \ і  V К °~2 V К \\х  ■ у  У  К Ц х  ■ у  У  

У К ™  X  • у  У  К ™  X  • у  У  К ^ Х  ■ 2  У  К Ц х  • 2  У  X ■ 2  У  К ° 3°  X  ■ 2  У  К 23У  • 2  У

у К ^ у  ~2 у  ^ 2°з’ у  • 2 V  К ™ у - 2 У К }£х ■ у  ■ 2 V К \Ц х - у - г у  К }£х ■ у г  у  

У х  ■ у  ■ 2 У К°231 X ■ у  ■ 2 У К ™  X- у -  2 У К ™  X ■ у  ■ 2 У X • у - 2 .

В цьому виразі представлені всі можливі кон’юнктивні члени, 
які входять до ДНФ функції Дх, у , г), коефіцієнти к  з різними індек­
сами є невизначеними і підбираю ться так, щоб була отримана 
МДНФ.

Якщо тепер задавати всі можливі набори значень змінних (х, у, 2) 
і порівняти отримані після цього вирази зі значенням функції на 
вибраних наборах, то отримаємо 2 3 рівнянь для знаходження к:

/ ( 0 ,  0 ,  0 )  =  К °  у  К°2 у  К°3 У  К "  V  к ,0з° V  К ™  У  К ™ ;
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Д О , 0, 1) =  К? V К\  V V £ ° °  V ^ з 1 V V К ™ ;

/( О ,  1, 0) =  К? V V * 3° V V К% V ^3 °  V К™;
Д О , 1, \) = К Ї у К'2у Кі у К " у К?1у К ,2і у К™-,
Д 1, 0, 0 ) =  К\ V КІ  V *з° V К "  V к £  V V К{2° ;

Л І ,  0, 1) =  V V А'з V к ;2° V К\1 V V к ;20';
П 1, 1, 0 ) =  К\ V К\ V К \  V К\\ V К\1 V к \ 3° V К\Ц ;

л і ,  і,

Від задання деякої конкретної функції із розглянутих рівнянь 
залежить значення набору (х, у , г) розглядуваної функції. Якщо на­
бір (х , у , г) такий, що функція на ньому дорівнює нулю, то в лівій 
частині відповідного рівняння буде стояти нуль.

Для розв’язання цього рівняння необхідно прирівняти нулю всі 
коефіцієнти к, які входять до правої частини розглядуваного рів­
няння. Розглянувши всі набори, на яких дана функція перетворю­
ється в нуль, отримаємо всі нульові коефіцієнти К. У рівняннях, в 
яких зліва стоять одиниці, викреслим справа всі нульові коефіцієн­
ти К. Із коефіцієнтів, що залишили, прирівнюємо одиниці коефіці­
єнт, який визначає кон’юнкцію найменшого можливого рангу, а 
решта коефіцієнтів у правій частині даного рівняння позначимо рі­
вним нулю. Це можна зробити, оскільки диз’юнкція перетворюється в 
одиницю, якщо хоча б один елемент її дорівнював одиниці. Знайдені 
одиничні коефіцієнти Кі і визначають відповідну ДНФ функції.

Приклад 6.6.1. Задана логічна функція в ДДНФ

П х ,  У, 2)  = Х - у - 2 У Х - у - 2 У Х - у - 2 У Х - у - 2 У Х - у - 2 .

Необхідно знайти її МДНФ методом невизначених коефіцієнтів.
Розв ’язання. У відповідності із заданою логічною функцією, скла­

демо систему рівнянь для знаходження коефіцієнтів к:

Д О , 0, 0) =  1 =  К° V К°2 V К° V К™ V < 3° V К% V ІГ™0;

ПО, 0, 1) =  о =  К? V К°2 V КІ V К™ V к™ V КЦ V к%
ПО, 1, 0) =  0 =  К,° V К\ V К \ V К І  V К™ V К \3° V К ™ ;

ПО, і ,1) = 0 = К і° у К ' у К ' у К,0' V к™ V К\\ V К,0'3і ;

/ ( 1 ,  0 , 0) =  1 =  К\ V К°2 V К" V К\°2 V К\Ч V К™ V К}2°;
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Л І ,  о ,  1 )  =  1 =  К\ V  К\ V К\ у К у\°2 УКЦ V  КЦ V к\Ц- 
/ ( 1 , 1 , 0 )  =  1 =  К\ V  К\ V К° V  ХЦ V  К\3° V V К ™ ;

/ ( 1 ,  1, 1) = 1 = ^  V * ;  V * ]  V К \\У  К \" .

Із другого, третього і четвертого рівнянь за властивістю диз’юн­
кції випливає, що К° = К°2 = К \ =  = К\  = АГ,”0 = К™ = К™ = ЛГ,®1 =
_ і̂ ОІ _ /Р'Ю _ ____ П
“  23 ”  23 “  23 "  123 ”  123 “  Л І23 — и *

Після цього дана система рівнянь буде мати вигляд:

/ ( 0 , 0 , 0 ) = 1 = К™ V ;

Л І ,  0, 0) = 1 = К \ V  КЦ  V  КЦ  V  К°2з0 V  КЦз0 ;

Л І , 0, 1) = 1 = К\ V К% V КІ' V К \Ц ;

Л І ,  1, 0) = 1 = V  К "  V 4 °  V К ™ ;
/ ( і , і , і ) = і = а :,1 V а:,1̂ V кЦ  V л:,"з.

Прирівняємо нулю в кожному рівнянні всі відповідні коефіціє­
нти, які мають найбільше число змінних:

іу'і і ______ 1С̂  __1С^___________________________ г^ооо_л
Л 12 “  Л 12 "" Л ІЗ "  ^13  — 123 123 )23 “  Л 123 — Л ]23 ”

В результаті цього отримаємо систему:

к $  = і
К \ у КІ з° = 1

К \ =  1 

к\=\
К \ =  1

Із даної системи знаходимо М ДНФ заданої логічної функції, 
яка дорівнює

/ ( х ,  у,  2) = XV у-2.

6.7. М етод Б л ей ка-П о р ец ько го

Недоліком розглянутих методів є те, що для їх застосування пе­
ред мінімізацією необхідно представити логічну функцію у вигляді 
ДЦНФ. Але процес такого представлення логічної функції з вели­
ким числом змінних є дуже громіздким. Тому вчені А. Блейк і П. С.
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Порецький запропонували перехід від довільної ДНФ функції до 
скороченої ДНФ за допомогою операцій узагальненого склеювання 
і поглинання.

Операція узагальненого склеювання має вигляд

А - X V  В-  х  = А-  X V  В - X V  А-  В.

Доведення справедливості даної тотожності

А - х у  В - х  = А - х - ( і у  В ) у  В - х - і і у  А)  = А - X V  А - В - х у  В - X V  А - В - х  = 

= А-  X V  В - X V  А-  В - ( X V  х)  = А-  X V  В - X V  А-  В  .

М етод Блейка-Порецького полягає у застосуванні різних опе­
рацій узагальненого склеювання до ДНФ функцій. Потім у отрима­
ній формулі здійснюються всі можливі операції поглинання.

Приклад 6.7.1. Знайти скорочену ДНФ для функції / ( х ,  у,  г ) = 

= х  ■у■2 V x ■ у V  х - у  за методом Блейка-Порецького.
Розв ’язання. Здійснимо операції узагальненого склеювання:

X■у■2 V X ■ у - X ■ у V X ■ у ■ 2 V у ■ 2 , ТуТ А = у,  В  = у  ■ 2 ;

Х - у - 2 У Х - у = Х - у \ / Х - у - 2 У 0 , ТуТ А  = у,  В  = у  ■ Х\ 

х - у ч х - у  = х - у ч х - у \ / х ,  тут А= X, В  = X.

Так як д и з’юнкція лівих частин співпадає з функцією  / ,  то до 
знову отриманих імплікант може бути застосована операція повно­
го диз’юктивного склеювання

X-  у  V X-  у  =  Х ,  X-  у  V Х  =  X.

Виходячи із цього, вихідна формула прийме такий вигляд 

/ ( х ,  у , г )  =  X ■ у  ■ 2  V у  ■ 2  V X ■ у  V X =  у  • 2 ■ ( х  V  1 )  V  X ■ (у  V  1 )  =  X V  у  ■ 2.

Отже, / ( х ,  у , 2 ) = XV у -  2  є скорочена ДНФ.

Контрольні запитання

1. В чому полягає мінімізація логічних функцій?
2. Дайте визначення імпліканти та імпліценти логічної функції.
3. Яку імпліканту та імпліценту називають простою?
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4. Що таке скорочена ДНФ та КНФ?
5. Дайте визначення МДНФ та МКНФ?
6. Яку логічну функцію називають тупиковою?
7. Що розуміють під операцією повного і неповного склеювання ло­

гічної функції?
8. Що розуміють під операцією диз’юнктивного і кон’юнктив ного 

поглинання?
9. Запишіть формули операцій диз’юнктивного склеювання і погли­

нання.
10. Запишіть формули операцій кон’юнктивного склеювання і поглинання.
11. Що таке імпікантна (імпліцентна) таблиця і для яких цілей вона ви­

користовується?
12. Сформулюйте правила склеювання клітинок і отримання МДНФ 

(МКНФ) за методом Вейча.
13. Сформулюйте правила склеювання клітинок і отримання МДНФ 

(МКНФ) за методом Карно.
14. У чому відмінність методів Вейча і Карно, а також їх таблиць для 

мінімізації?
15. Яким чином здійснюється мінімізація частково визначених функцій?
16. Назвіть основні кроки алгоритму мінімізації Квайна.
17. Які модифікації запропонував внести Мак-Класкі в метод Квайна?
18. У чому полягає суть методу мінімізації логічних функцій за неви- 

значеними коефіцієнтами?
19. В чому суть методу мінімізації логічних функцій методом Блейка- 

Порецького?
20. Запишіть формулу узагальненог о склеювання.
21. Дайте порівняльну характеристику методів мінімізації Вейча та Карно.
22. Дайте порівняльну характеристику методів мінімізації Квайна та 

Мак-Класкі.
23. Дайте порівняльну характеристику методів мінімізації за допомо- 

•гою невизначених коефіцієнтів, Квайна, Мак-Класкі та Блейка-По- 
рецького.

аг Задачі для самостійного розв’язування

1. П о б у д у в а т и  т а б л и ц і  В е й ч а  і К а р н о  т а  м і н і м і з у в а т и  з а  н и м и  

т а к і л о г і ч н і  ф у н к ц і ї :

а )  / ( * ,  у, 2 ) - Х -  у-  X- у- 2У X- у  - X - у-  I V X- у  - 2\

б )  /{X, у, 2) = Х- у - 2 У Х- у - 2 УХ- у - 2 УХ- у - 2 У Х- у - 2 \
В) / ( X ,  у ,  2 , і )  =  Х - у - 2 - ( У Х - у - 2 - ( ' / Х - у - 2 - 1 \ Ґ Х - у - 2 - ( У Х - у - 2 - 1 ;

Г) /(X, у, 2, і) = Х-у- 2- (УХ- у- 2- ( УХ- у- 2- ( УХ- у- 2- (УХ- у- 2- Ґ.
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2. Знайти мінімальні ДНФ і КНФ, що задані такими таблицями 
Вейча:

а)
X

у 1 1 1 0 (
0 0 1 1 і_ 0 0 1 1

У 1 1 1 0 7
г 2 1

в)

б)

X

1 0 0 1 1
У 0 1 1 0

1
У 0 1 1 0

1 0 0 1 т

2 і"

X
0 0 0 0 1

У 1 1 0 1
1

У 1 1 0 1

1 1 1 1 т
2 2 2

г)
X

0 1 1 0 1
У 1 1 0 1

У 0 0 1 1

1 1 0 1 1

2 2 2

3. Знайти мінімальні ДНФ і КНФ, що задані такими таблицями 
Карно:

о)

. х у
7.1

00
01

11

1 0

в)

ті 00

б)

01

00 01 11 10 г / \ 00 01 11 10
0 0 0 0 00 1 0 1 0

1 1 0 0 01 1 0 1 0

0 0 1 1 11 1 1 0 1

0 0 0 0 10 1 1 1 1

г)
ху

11 1 0 2 ? 00 01 11 1 0

00 0 1 0 1 00 1 0 1 0

01 0 1 0 1 0 1 1 1

11 1 0 1 0 01 0 1 1 1

10 1 0 1 0 11 0 1 1 1

10 1 0 1 0
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4. Знайти мінімальні ДНФ фунцій методом Квайна, що задані 
номерами конституент одиниці таким чином:

а) /(*, У> 0 = 1. 2, 3, 5> 6, 7> Ю, 12,15;
б) Д х ,  у , 2 , 0  = 0, 1, 5, 7, 9, 10, 13, 14, 15;
В) Д х ,  У, 0  = 0, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 10, 11;

0 /О, .У, 0 =  1, 3, 4, 6, 8> 9> ю, П> 14-
5. Знайти ДНФ функцій методом М ак-Класкі, що задані номе­

рами конституент одиниці, приведених у завданні 4.
6 . Знайти мінімальні ДНФ функцій методом невизначених кое­

фіцієнтів, що задані логічними фунціями:
а) / ( х ,  у ,  2 , )  =  х -  у -  XV X- у -  2 4  X- у -  х-  у -

б) / ( х ,  у ,  г )  =  X ■ у  ■ 2 V X ■ у  ■ XV X ■ у  ■ 2 V X ■ у  • 2\

в) / ( х ,  у ,  2 ) = X ■ у  • 2 V X ■ у  ■ 2 V X ■ у  ■ 2 V X ■ у  ■ 2 \

Г) Д х ,  у ,  2 ~) =  Х - у - 2 У Х - у - 2 \ / Х - у - 2 \ / Х - у ' 2 .
7. Знайти скорочені ДНФ методом Блейка-Порецького для таких 

фунцій:
а) Д х ,  у ,  2 , 0 = х - ( V х - 2 - і ч х - у - X V х - у - 2 -І;

б) / ( х ,  у ,  2, І) =  X ■ у  ■ 2 V X ■ 2 ■ І V X ■ у  ■ 2 • І;

в) / ( х ,  у ,  2, () = X ■ у  ■ 2 V X ■ 2 V X ■ у  V X ■ у  ■ 2 ■ (;

г) Д х ,  у ,  2, І) = X ■ у  ■ І V  у  ■ X ■ І V  X ■ ( V  X • у  ■ 2 ■ І.

Коментарі

В даному розділі мінімізація логічних функцій методами Вейча
і Карно викладена у відповідності з [5], а методи Квайна і Мак- 
Класкі взяті з [5, 21]. М етод невизначених коефіцієнтів випливає з 
124], а метод Блейка-Порецького —  з [8 ].
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ЛОГІКА ЧАСОВИХ 1 РЕКУРЕНТНИХ  
БУЛЕВИХ ФУНКЦІЙ

Розаіл 7

7.1. Л огіка  часових булевих ф ункцій

О значення 7.1.1. Ч асовою  булевою  ф ункцією  (Ч Б Ф ) назива­
ють функцію, яка дає однозначне відображення двійкових наборів 
Л  =  < х {, х 2, ..., х п, І > на множину 7  =  {0 , 1 } , де х х, х 2, . . . , х п —
аргументи функції, які приймаю ть значення 0  або 1 ; І —  часова 
координата або просто час, який приймає цілочисленні значення, 
наприклад, від 0  до т.

Якщо ЧБФ у  = ф ( х,, х 2, ..., хп, І) залежить від часу не суттєво, 
то вона перетворюється у звичайну функцію логіки Буля.

Теорем а 7.1.1. Кількість різних ЧБФ функцій виду

у  = <р(х1, х 2, . . . , х я, 0 ,  0 < І < т -  І 

дорівнює 2 т 2  .
Доведення. Так як кожна змінна набору < х х, х 2, ..., х п > ЧБФ 

приймає значення <  0 , 1 >, то число всіх можливих наборів буде 

дорівнювати N  = 2 Але кожна часова логічна функція приймає 
також значення < 0 , 1  > і, у відповідності до п аргументів і часової 

координати, І дорівнюватиме М  - 2 тМ. Тоді загальна кількість рі­

зних ЧБФ буде дорівнювати М  = 2 '2 , що і потрібно було довести.
Із теореми 7.1.1 випливає, що будь-яку ЧБФ можна повністю 

задати за допомогою таблиці істинності.

Приклад 7.1.1. Для ЧБФ заданої у вигляді

у  = ( р ( х І, х 2 , ї ) ,  0 < ( < 2

126



знайти загальну її кількість і побудувати таблицю істинності для 
одної із них.

Р о зв ’язання. Використовуючи теорему 7.1.1, знаходимо загаль­
ну кількість ЧБФ, яка дорівнює 2 3 2 = 2 12 = 4096. Таблиця істин­
ності для однієї із них матиме вигляд, приведений у табл. 7.1.1.

Таблиця 7.1.1

Хі *2 і Ф ( * Ь  * 2 . 0 Х\ *2 І ф (*ь х2, і)
0 0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 2 0

1 1 0 0 0 1 2 0

0 0 1 0 1 0 2 1
0 1 1 1 1 1 2 0

Я к випливає із прикладу 7.1.1, запис усіх ЧБФ за допомогою 
таблиці істинності є дужє громіздким і для практичних цілей не за­
стосовується. Тому для ЧБФ, подібно як і для булевих функцій, не­
обхідно ввести більш компактну форму запису. Для цього розгля­
немо будь-яку ЧБФ, яка має такий вигляд:

у  = ц>(х1, х 2,.. . ,  х п, ( ) ,  0 < ґ < т - 1 .  (7.1.1)

Якщ о тепер дати і будь-яке фіксоване значення (І = к,
0  < к  < т  - 1 ), то ця функція прийме вигляд

Ук =Ф* ( * „ * 2 , ■■•>■*») (7.1.2)

Функція 7.1.2 є тепер звичайною функцією алгебри Буля і може 
вивчатися за допомогою методів, які викладені в розділі 2. Приму­
шуючи І пробігати всю послідовність допускних значень, ми отри­
маємо послідовність функцій алгебри Буля.

Фо. Ф р - . Ф — і- ( 7 Л -3)

Таким чином, будь-якій ЧБФ мож на співпіставити послідов­
ність функцій алгебри Буля.

Приклад 7.1.2. Записати ЧБФ прикладу 7.1.1 за допомогою по­
слідовності функцій алгебри Буля.
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Розв’язання. Використовуючи 7.1.2 та 7.1.3, а також дані табл. 7.1.1, 
ЧБФ буде мати такий вигляд:

Для більшої зручності запису ЧБФ введемо спеціальну функцію 
т , яку визначають таким чином:

Тоді у нових позначеннях ЧБФ виду 7.1.1 можна записати у ви­
гляді

Приклад 7.1.3. Записати ЧБФ прикладу 7.1.1 у позначеннях ви­
разу 7.1.6.

Р о зв ’язання. Використовуючи умову прикладу 7.1.1, а також 
табл. 7.1.1, вирази 7.1.4, 7.1.5 і 7.1.6, отримаємо

О значення 7.1.2. Якщо в ЧБФ ф = ф0 ■ т0 V ф, • т, V ...фт _, ■ тт _, 

всі функції ф ,,, і = 0,1, 2 ,..., /7г—1, представлені в ДДНФ, то відпо­
відний вираз для ф називають досконалою диз’юнктивною нор­
мальною  формою часової булевої функції ф.

О значення 7.1.3. Якщо в ЧБФ ф = ф0 • т0 V ф, • т, V ... V фт_, • тт_, 

всі функції ф,, / = 0 , 1 ,2 , . . . ,  т - \ ,  представлені в ДКНФ, то відпо­
відний вираз для <р називають досконалою кон’юнктивною нор­
мальною  формою часової булевої функції ф.

Приклад 7.1.4. Записати в ДДНФ і ДКНФ часову булеву функ­
цію, яка задана табл. 7.1.2.

Р о зв’язання. Так як 0 < 1 < \ ,  то, використовуючи табл. 7.1.2,

знаходимо ДДНФ і ДКНФ для функцій ф 0 і ф , ,  які матимуть такий 
вигляд:

ф )  =: ( Х | V  Х 2 V  Х ^  • ( х ,  V  Х ^  V  Х ^ )  ■ ( х ,  V  Х ^ )  • ( Х | V  Х 2 V  Х ^ )  ■ ( X^  V  V  X , ) ;

ф 0 =  х, • х2; ф ,  =  х, V  х2 ; ф 2 =  х, • х2. (7.1.4)

(7.1.5)

ф = ф0 - т 0 у ф, -т, V  . . .  V  фт _ | - т т _, (7.1.6)

ф  = X  , • х2 • Т0 V  ( X , V  х2 ) ■ X, V  X, • X  2 • Т 2

Ф 0 =  х, ■ х2 • хз V  х, ■ х2 • х3 V  х, • х2 ■ х3;
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ф ,  = X ,  ■ х2 • х з V  X ,  ■ х2 • х з V  X )  • х2 • х3 V  х , • х2 • х 3 V  х, • хг • х 3; 

ф ,  =  (х , V  X ,  V  Х 3 )  • (х , V  х 2 V  х з )  • (х , V  х 2 V  Х 3 ) .

Таблиця 7.1.2

X) *2 * з ( Ч> (*1> Х г, х г, 1) Х\ х 2 і ф О ь  Х 2, Ху, 1)

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 0

1 0 1 0 1 1 0 1 1 0

1 1 0 0 0 1 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

Часові булеві функції, записані в ДДНФ (фа ) і ДКНФ (фк), з 

урахуванням формули 7.1.6 і наведених вище їх складових ф 0 і ср 1, 
матимуть такий вигляд:

Фа =  (  X , ■ х2 • х3 V  X , • х2 • х3 V  X , • х2 • х3 )  ■ Т „  V  (  Х1 ■ Х2 ■ Х3 V  X , • Х 2 • Х 3 V

V  Х [ • Х 2 Х 3 V  X , • Х 2 • Х 3 V  X , • Х 2 • Х 3 )  • Т ,  .

=  [  (  Х | V  Х 2 V  Х 3 )  • (  Х | V  Х 2 V  Х 3 )  • (  X] V  Х 2 V  Х 3 )  '  (  Х | V  Х 2 V  Х 3 )  • 

■ ( Х І У Х 2 У Х 3 ) ] - Т 0 У [ ( Х І У Х 2 У Х 3 ) - ( Х І У Х 2 У Х } ) - ( Х 1 У Х 2 У Х 3 ) ] - Т 1.

Мінімізацію ЧБФ виконують аналогічно мінімізації функцій ал­
гебри логіки, яка була розглянута в розділі 6. Але мінімізація у ви­
падку ЧБФ функцій при кількості змінних х більше трьох або при 
великій кількості значень і є великою трудністю. Тому для практи­
чних потреб при мінімізації ЧБФ застосовують не повну (часткову) 
мінімізацію. Вона проводиться наступним чином. Нехай ДДНФ ча­
сової булевої функції ф має такий вигляд:

ф = Фо ■ т0 V  ф, ■ Т, V  . . .  V  Фи_, • ти_, .

Тоді визначаємо за звичайними правилами М ДНФ для ф0, 
ф , , ..., фт _, і за наближений мінімальний вираз для <р приймаємо
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ф = ф V  т0 V  ф V  Т, V ... V ф *--1 • Т«-І (7Л-7)

де ф*. —  МДНФ функції ф , , / =  0 ,1 , 2 , . . . ,  т - \ .  При великому 

значенні т — 1 і малої кількості аргументів х у функції ф і такий 
метод є досить ефективним.

Приклад 7.1.5. Для ЧБФ заданої у вигляді ДДНФ,

ф = ( Хх ■ х 2 V X, • х2 V X, ■ х 2 V X, • х2 ) • т0 V ( X, • X, V X, • Х2 ) ■ Ху

виконати її часткову мінімізацію.
Розв ’язання. Застосовуючи метод неповної мінімізації, отримаємо

Ф0 = X, • х2 V X, • х2 V X, • х2 V X, • х2 =

= Х ,  • ( х2 V х2 ) V X, • ( х2 V х2 ) = X, V X, = 1;

ф, = X, • х2 V X, • х2 = X, • ( х2 V Х2 ) = X,

Тоді за часткову мінімальну форму приймаємо вираз

ф = т0 V X, • Т,.

Приклад 7.1.6 Для ЧБФ, заданої у вигляді ДДНФ,

ф0 = х, ■ х2 ■ х3 V х, • х2 • х3 V х, • х2 • х3;

ф, = х, ■ х2 ■ х3 \/ х, • х2 • х3 V х, ■ х2 • хз V Х| ■ х2 • х3 V хІ • х2 • х3;

ф2 = х, • х2 V х, • х2 • х3;

Ф3 = X] • х2 • дг3 V X] • х2,

виконати її  часткову мінімізацію.
Р о зв ’язання. Застосовуючи метод неповної мінімізації, до кож­

ної із наведених функцій, отримаємо

Ф0 = X, • х2 • хз V х, ■ х2 • ( хз V х3 ) = X, • х2 • хз V х, • х2;

ф, = X, • х2 • (х3 V х3) V X, ■ х2 • (х з V х3) V X, ■ Х2 • Х3 =

= X, ■ х2 V X, • х2 V х, • х2 • х3;

ф2 = х, • х2 V Ху ■ х 2 ■ х3;

Ф3 = X, • х2 • (хз V 1) = X, ■ х2 .
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Застосовуючи формулу 7.1.7, отримаємо мінімальну формулу 
для ЧБФ, яка матиме такий вигляд:

Ф = (я, • х2 ■ х3 V X, • х 2) • т0 V (х, ■ Х 2 V  X, ■ х2 V  X, ■ х2 ■ Х 3 )  • X, V 

(х, ■ Х 2 V  х : ■ х 2 ■ х3 ) ■  Т 2 V  X,  • х2 ■ т3 .

О значення 7.1.4. Часову булеву функцію називають періодич­
ною, з періодом <7 , якщо для будь-якого і має місце співвідношен­
ня ф ,+ ? = ф г

При заданні ЧБФ таблицею  істинності достатньо мати в ній 
тільки # стрічок. Тобто можна сказати, що періодична ЧБФ не має 
границі зверху. Це достатньо важливо для аналізу і синтезу схем, 
робота яких описується за допомогою ЧБФ.

Приклад 7.1.7. Для ЧБФ заданої таблицею істинності, табл. 7.1.3.

Таблиця 7.1.3

*2 1 9 ( Х \ ,Х 2 , 0 Х1 X 2 1 <р(х1,х1,і)
0 0 0 0 0 0 2 0
0 1 0 0 0 1 2 0
1 0 0 0 1 0 2 0
1 1 0 1 1 1 2 1
0 0 1 0 0 0 3 0
0 1 1 1 0 1 3 1

1 0 1 1 1 0 3 1

1 . 1 1 1 1 1 3 1

знайти період функції.
Розв ’язання. Із розгляду табл. 7.1.3 випливає, що 

ф2і (х ,, х2) =  х ,-х2, к  = 0 ,1 ,...;

Ф 2 к + 2 )  X] V  Х 2 , к  0 ,  1,

Ф2к + 3 ("̂ 1 5 Х2 ) X] V Х2 , к  0, 1, ... .
Тобто, період заданої таблицею істинності ЧБФ дорівнює двом. 

Приклад 7.1.8. Для ЧБФ, заданої формулою 

ф =  X, • т 0 V х2 • Т[ V х 3 ■ т 2 V X, • х 2 ■ х 3 • т з V Х{ • Т4 V Х2 • Т5, 
знайти її період.
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Р о зв’язання. Задана за умовою ЧБФ не є періодичною, так як 
вона визначена лише для значень і < 5. Але її можна задовільним 
чином довизначити для значень 0  5. Якщо воно буде зроблено на­
лежним чином, то можна отримати періодичну ЧБФ. У нашому ви­
падку найбільш природно отримати періодичну ЧБФ із періодом, 
який дорівнює чотирьом

знайти її період.
Р о зв’язання. Ця ЧБФ може бути довизначена до періодичної з 

періодом, який дорівнює п ’яти

Ф 5* + 4 0 , , х 2 )  =  х ,  V  Х 2 , к  = 0 ,1 ,. .. .

Із прикладу 7.1.9 випливає, що будь-яка ЧБФ ф (хр х 2, ..., х п, і),

0 < І < т - \ ,  може бути дови зн ачен а до періодичної Ч Б Ф  із пері­
одом, б ільш им  за т  -  1.

Нехай задана певна функція <р, яка залежить від часу. Позначимо 
через у  ( значення цієї функції в момент часу І, яка може приймати 

два значення 0 або 1. Розглянемо множину двійкових наборів

£ = 0 ,1  

к  = 0 ,1  

* = 0 ,1 ;

Я*4к + 3 І Х І > Х 2> *з) ~ Х 1 х2 ■ х3, к  = 0 ,1

Приклад 7.1.9. Для ЧБФ, заданої формулою

ф = X, • х 2 ■ т0 V  X, V  х 2 ■ Т3 V  (  X, V  Х2 ) ■ Х4,

Ф5 к 5 х2) хх ■ х 2, к  0,1,

Ф5к + 1 ("'‘і ’ Х2 ) — 1’ к  — 0, 1,
Фзі + 2 ^1 ’ *̂ 2) 0, к  0,1,

Ф5£ + З ’ Х2 ) — Х2 ’ ^  ~  0, І,

7.2. Л о гіка  рекурен тни х  булевих ф ункцій
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О. -  { < * ! ,  5 Х 2і ’ Х м  ’ У  і - 1 ’ У і-к  ' “І  ’

координати яких приймають значення 0 або 1. Набором будемо 
називати фіксований двійковий набір із двійкових наборів множи­
ни <2, де £>*= < х * и , х * 2і, ..., х * п1, у* ,_{, У * , . к > . Виконаємо 
однозначне відображення двійкового набору 2  на множину
У = {0,1}.

О значення  7.2.1. Р еку р ен тн о ю  булевою  ф ун кц ією  п ерш ого  
виду (Р Б Ф -1 )  називаю ть функцію , яка дає однозначне відобра­
ження множини ^  на множину У

Її записують у найбільш загальному вигляді таким чином:

У, =Ф (*!,> Х2П ->  ХпП У,-1’ У,-к\ 1 ^ к < 1 .

Якщо к  = І, то в число аргументів <р входить значення у  0, яке 

збігається зі значенням у ,  на початку процесу при / = 0. В пода­

льшому завжди будемо враховувати, що початкове значення є за­
даним. Тому РБФ -  1 з урахуванням початкової умови можна запи­
сати так:

У о= а  ]
У, = Ф О і, + Х 2І+ .. . + хп, , у , _ , , у , _ к) , \

де а =  {0, 1}.
При знаходженні значень у ,, для яких ( < к ,  серед аргументів д> 

будемо мати значення функції, які необхідно знаходити і у від’ємні 
моменти часу. Тому для всіх випадків необхідно враховувати, що 
для будь-якого 1<  0 маємо рівність у ( Звідси випливає, що

кінцеве значення РБФ -1 має такий вигляд:

у  -  а , {<  0; 1
N (7-2.1)

У, “  Ф ( / 5 Х2 І ’ * * Хп І ’ У І-\ ’ У 1-к*) ’  ̂ > 0]

Фізично цю РБФ -1 реалізують у вигляді схем з п входами і к  л і­
ніями зворотного зв’язку, рис. 7.2.1а.
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а) б)

Рис. 7.2.1

Означення 7.2.2. Виродженою рекурентною булевою функці­
єю першого виду (ВРБФ-1) називають РБФ -1, яка не залежить від 
аргументів хн, де і = 0 ,1 , 2 , . . . ,  п.

ВРБФ -1 задають таким співвідношенням:

у , = а ,1 <  0; 1

у = Ф Су,-і, у ,-2’ ■ • •> У,-к )>* >

ВРБФ -1 фізично представлено на рис. 7.2.16.

Приклад 7.2.1. За заданим співвідношенням у  = 0, у 1 = V 1

необхідно знайти В РБФ -1.
Р о зв ’язання. Виходячи із означення 7.2.2, ВРБФ -1 буде визна­

чена співвідношенням у  = 0, у І = 1 {І = 1, 2, . . . ) .

Приклад 7.2.2. За заданим співвідношенням

Уі = хп V Уо = хи V °  = *п;
у 2 = х 12 V у х = х11 V х12;

Уз = х,з '/ У2 = *п ' ^ хп  ' ^ х із
знайти Р Б Ф -1 .

Р о зв ’язання. Використовуючи означення 7.2.1 і задані за умо­
вою співвіднош ення, РБФ -1 для будь-якого і буде мати вигляд

/
У, = V  *!«•

т - 1
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Розглянемо тепер набори такого виду:
тт __ / * * * * *
У  ~~ \ Х  Х  2 / ’ •** > Х  ПІ 9 Х  І ( ї - ] ) 5  Х  2 ( / - 2 ) >  • "  9

Х „(1-І)’ — > Х 1 </-/•)> *2(,_г)> — ’ Х„(, - г)}-

У цих наборах х]{1_і) відповідає значенню 7 -го вхідного аргу­

менту в момент часу 1 -і. При цьому дорівнює або 1, або 0.

О значення 7.2.3. Р екурентною  булевою  ф ункцією  другого 
виду (Р Б Ф -2 ) називають функцію, яка дає однозначне відобра­
ження множини V  на множину У = {0,1}.

Приклад 7.2.3. Д ля задан о ї Р Б Ф -2  у , = х и V х2і • х 2(1_і) при 

{ хи } = 0 ,1 , 0 ,1 , 0 ,1 . . . ;  і {х2і} = 0, 0 , 0 ,1 ,1 ,1 ,  0, 0, 0 ,1 ,. . .  знайти

Уо»У\>Уг*Уі>У*  І т -Д -
Р о зв ’язання. Використовуючи означення 7.2.3, формули 7.2.1 і 

7.2.2 отримаємо
у 0 = 0 V 0 • 0 = 0; 

у } = 1 V 0 ■ 0 = 1; 
у 2 = 0 V 0 • 0 = 0;

У3 = М - 0  = 1;
у 4 = о V 1 • 1 = 1;

іт.  д.

Приклад 7.2.4. Для заданої системи рекурентних булевих функцій 

У и = х и у  Ущ- \)>

У ь = х и '  У 2 ( , - і ) ^ У і ( , - г у

Узі = У і ( і - \ ) ' У  Уц і - і ) -

знайти декілька перших значень функцій при: у 10 = 0; у 20 = 0; у 30 = 1; 

Ц ,}  = 0,1, 0 ,1 ,0 ... .
Р о зв’язання. Знаходимо значення функцій у и , у 2і, і у 3і 

для І = 1
Уи = V У20 =  0;
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для І = 2

для і = З

Уі\  =  * п  ' У м  V У ц - і )  = ° ;

>31 =  >10 • >30 V У 20 =

Уі2 =  Х]2 V У21 =   ̂ ’

У22 =  Х\2 ■ > 2 1  V  7ю  =  0  ; 

>32 =  Уи ■ Уз: у  У її =  0  і

>13 =  Х13 V 722 =  ° ї

>23 =  *13 • > 22  V  Уи =  ° ;  

Узз =  У1 2 ■ >32 V  > 2 2  =  ї-
іт .  д.

Контрольні запитання

1. Що називають часовою булевою функцією?
2. Чим відрізняється часова булева функція від звичайної булевої функції?
3. Яку функцію називають ДДНФ часової булевої функції?
4. Яку функцію називають ДКНФ часової булевої функції?
5. Чи можна мінімізувати часові булеві функції?
6. Яку мінімізацію доцільно застосовувати для часових булевих 

функцій?
7. Яку часову булеву функцію називають періодичною?
8. Що називають рекурентною булевою функцією?
9. Яку рекурентну булеву функцію називають функцією першого виду?

10. Що таке вироджена рекурентна булева функція першого виду?
11. Яку рекурентну булеву функцію називають функцією другого виду?
12. Чим відрізняються між собою рекурентні булеві функції першого 

і другого видів?

Задачі для самостійного розв’язування

1. Для заданої часової булевої функції у  -  ф (х ,, х2, (), 0 < І < З 
знайти загальну її кількість і побудувати таблицю істинності для 
одної із них.
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2. Записати в ДЦНФ і ДКНФ часову булеву функцію, яка наве­
дена в таблиці

*1 х 2 х з 1 ф(*ь Х 2, х 3, і) Х\ *2 *3 1 ф(*ь х 2, Х 3, і)
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 0 1 0 1 1

0 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 0 1 0 0 1 1

1 0 1 0 0 1 0 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 0 1 0

1 1 І 0 0 1 І 1 1 1

3. Для часової булевої функції, заданої у вигляді ДДНФ

ф  =  (  ЛГ, • х2 V  X,  ■ х 2 V  X ,  ■ х2 )  ■ Т 0 V  (  X , ■ Х-, V  X , ■ Х 2 V  X , • Х 2 )  • Т , ,

виконати її часткову мінімізацію.
4. Для часової булевої функції, заданої у вигляді ДДНФ

ф 0 =  х ,  • х 2 ■ х 3 V  х ,  • х 2 ■ х3 V х { ■ х2 ■ х 3 ;

ф ,  =  х ,  ■ х 2 • х з  V  х ,  • х 2 • х з  V  х ,  ■ х 2  • х з  V  х ,  • х 2 ■ х 3 ;

Ф2 =  X , • х2 ■ х3 V  X , • х2 ■ хз V  X , • х3,
виконати її часткову мінімізацію.

5. Для часової булевої функції, заданої у вигляді ДКНФ
Ф0 =  (х, V  Х 2 V  х3) ■ (х, V  х2 V  х3) ■ (х, V  Х 2 V  Х 3 ) ;  

ф ,  =  (х, V  х2 V  х3) • (х, V  х2 V  Х 3 ) ;

Ф2 =  (хі V  Х 2 V  х3) • (х, V  х2 V  х3) ■ (х, V  Х 2 V  Х 3 )  ■ (х, V  Х 2 V  Х 3 ) ,

виконати її часткову мінімізацію.
6. Для часової булевої функції ф  =  Х, • т0 V  х, • х2 • Т, V  х, ■ х 2 • х , • т2 V

V х, ■ т4 знайти її період.
7. Для часової булевої функції ф  = т0 V  х, ■ Х 2 ■ Т, V  х, • т2 V

V  ( X, V  х2 ) т3 знайти її період.
8. За заданим співвідношенням у  = 0; у, = 1 (/■ = 1 , 2 , . . . )  знай­

ти вироджену рекурентну булеву функцію.

137



9. Для заданої рекурентної булевої функції другого виду

У і =  Х 01 V  Х и  • _ 1) V  Х 2і • * 2 ( / - 1 ) >

при К Л = 0 ,1 ,0 Д 0 Л . . . ,Н = 1 ,0 Л 0 Л , 0 ... і {Х2,} = 0 ,0 ,1 ,1 ,0 ,0 ,1 ,1 ... 

знайти у 0, у 1г у 2, _у3, у 4,у 5 і т. д.
10. Для заданої системи рекурентних булевих функцій

У и = Х и У  х 2, у  у іи _п ;

Уи =  х и ' Угц- \ )  х / > і ( / - 2) ’

Уз, =  Х2‘ ' >1(1 - 1) ‘ У2 (І - 1) у  Уці  - 1) • 

зн ай ти  дек іл ька  перш и х значень ф ункцій  при у 10 = 0; у 20 = 1; 

> з о  =  0 ;  Ю  =  ° >  Ь  ° > 0  -  > { ^ 2/ }  =  Ь  0 , 1 ,  0 , 1 ,  0 , . . . .

Коментарі

Основні відомості, які викладені у цьому розділі за часовими 
булевими функціями, взяті із [17], а рекурентні булеві функції ви­
пливають із [24].
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ЛОГІКА иПФРОВГІХ АВТОМАТІВ

Розділ 8

8.1. О сновні визначення

Теорія автоматів має справу з математичними моделями, які 
використовують у будь-якій галузі дослідження, наприклад, для 
моделювання багатьох процесів, алгоритмів, розробки компонентів 
комп’ютерних систем і таке інше.

Означення 8.1.1. А втоматом називають певну систему, яка має 
и-входів і ш-виходів і яка робить відповідне перетворення множи­
ни вхідних сигналів Л =  {аи а2, . . а„), в множину вихідних сигна­
лів .В = {ви в2, . . вш}, рис. 8.1.1.

а і в і

а г * 2

-----------^ ---------- ^

. .
а п

Рис. 8.1.1

Якщо характер перетворень усередині автомата в дискретні 
моменти часу / = 0,1, 2 , ... залежить тільки від комбінації сигналів, 
які поступають на його входи, то такі автомати називають комбі­
наційними (тривіальними). У таких автоматах вихідні сигнали є 
функцією вхідних сигналів, тобто Ві = С{аі).

Якщо характер перетворень усередині автомата в дискретні 
моменти часу / = 0 ,1, 2 , ... залежить не тільки від вхідних сигналів,
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але і від сигналів, які надійшли до автомата раніше, то такий авто­
мат називають автом атом  з п ам ’яттю  (в подальшому просто ав­
томат), рис. 8.1.2.

Рис. 8.1.2

В таких автоматах вихідні сигнали залежать не тільки від множи­
ни вхідних сигналів А = {аі, а2, • • ап}, але і від множини внутрішніх 
станів автомата <2 = {дп д } с/2, . . ., д,}. У них вихідні сигнали і внутрі­
шні стани є функціями станів автомата і множини вхідних сигналів.

Відображення, яке індуктионується таким автоматом, незапере­
чно визначається заданням у ньому двох функцій, які називають:

1. функцією переходів б ( < 7( / ) ,  а(1)), яка визначає внутрішні 
стани автомата згідно із значенням вхідних сигналів а(і) і попере­
днього стану автомата д(і -1 ) ;

2. функцією виходів Ц<7 (/), а(1)), яка визначає вихідні сигнали
7.(1) = Х(д(і), а(і)) залежно від внутрішнього стану автомата д(і)  і 
вхідних сигналів а(().

Отже, такий автомат можна задати шестикомпонентним векто­
ром IV = {А, В, 2 ,  б, X, д0}, У якого:

1. А = {а,, а2, . . а„} —  множина вхідних сигналів;
2. В = {ві, в2>. . ., вт} —  множина вихідних сигналів;
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З- О, -  {<7о, <?і, Чі, • ■ Ці} —  множина внутрішніх станів;
4. 8 —  функція переходів;
5.Х  —  функція виходів;
6- <?о Є  б  —  початковий стан.
Якщо кількість вхідних, вихідних і внутрішніх станів (у пода­

льшому станів) автомата є кінечна величина, то такі автомати нази­
вають скінченими. В даному розділі розглядаю ться тільки скін­
ченні автомати.

О значення 8.1.2. Абстрактним автоматом називають матема­
тичну модель дискретного пристрою задану шестикомпонентним 
вектором Ж = {А, В, б, 1, до}, яка абстрагується від його змісту в 
частині визначення природи внутрішньої структури, вхідних і ви­
хідних сигналів.

Більш ість задач, з якими має справу теорія автоматів, можна 
поділити на дві категорії: задачі, які пов’язані з аналізом, що скла­
дається в прогнозуванні поведінки досліджуваної дискретної сис­
теми, і задачі синтезу дискретної системи, яка базується на побудо­
ві системи згідно з результатами її аналізу.

О значення 8.1.3. Структурним автоматом називають матема­
тичну модель дискретного пристрою, задану шестикомпонентним 
вектором IV = {А, В , £), 8, X, д0}, в якої визначені природа і структу­
ра побудови внутрішніх станів, вхідних і вихідних сигналів.

Автомати за своєю структурою можуть бути повністю або част­
ково визначені.

О значення 8.1.4. Повністю визначеним автоматом називають 
автомат, у якого ділянка визначення переходів Ь(д(і), а(1)) і виходів

М ц ії), я (0 )  збігаються з множиною А х  В  усіх пар виду (а., 6 Д  де
і є и ,  і  є  т.

О значення 8.1.5. Частково визначеним автоматом називають 
автомат, у якого ділянки визначення функції переходів 5(<у(/), а(1))
і виходів Х{ц(1), а(і)) визначені не для всіх пар (а,, ) Є А х  В, де

/ є  п, а у 'є т.
В природі розрізняють синхронні і асинхронні автомати.

О значення 8.1.6. Синхронним автоматом називають автомат, 
робота якого, тобто виконання функції переходів а(і')) і
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виходів  Л(<7(/), «(О)» відбувається через р івні інтервали  часу 
/ = 0,1, 2 ,... .

О значення 8.1.7. А синхронним  автом атом  називають автомат, 
виконання функції переходів 5(#(/), о (/)) і виходів л (0 ) у
якого відбувається тільки при зміні вектора вхідного сигналу а(1).

8.2. А втом ати  М ілі, М ура, С -автом ати

З практичної точки зору найбільше розповсюдження (застосу­
вання) мають автомати Мілі і Мура, які одержали назву на честь їх 
перших дослідників, американських учених О.Н. Меаіу і Е.Р. Мооге.

О значення 8.2.1. А втом атом  М ілі називають математичну мо­
дель дискретного пристрою задану шестикомпонентним вектором
IV = {А, В, 8, X, д0}, у якої закон функціонування описують слі­
дуючою системою рівнянь

*(* + 1) = % ( / ) ,а ( 0 ) ;1  

в ({ )= Ч д (0 , т і  ]

де 8 {д (/), а  (/)) —  функція переходів;
X (д (/), а (/)) —  функція виходів;
#(/ + 1) —  стан системи, в який вона переходить із стану д (/) 

під дією вхідних сигналів а {і);
в(і) —  вихідний сигнал, який система видає при переходу її із 

стану ц(() в стан д(/ +1) під дією вхідних сигналів а  (/).

О значення 8.2.2. А в то м ато м  М у р а  називаю ть математичну 
модель дискретного пристрою, задану шестикомпонентним векто­
ром IV = {А, В, 8, X, до}, у якої закон функціонування описують 
такою системою рівнянь

#(/ + 1) = § (? (/) , я(/));

2 ( 0  =Х(<7(0),
де 2 ( 0 —  вихідний сигнал, який система видає при знаходженні її 
в стані ^ (/) .

О значення 8.2.3. С -автом атом  називають математичну модель 
дискретного пристрою , задану восьмикомпонентним вектором

(8.2.2)
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IV = {А, В, 2 , (?, Хі, Х2, 5, ^о}, закон функціонування якої описують 
такою системою рівнянь

? ( /  + 1) = Щ  (/), а(!)); 

в (І) = Х .(я  (і), «(О); 

2 ( 0  = Х2(д (і))

(8.2.3)

де В  = {вь в2, . . ., вт} —  множина вихідних сигналів типу 1;
2 =  {г\, 2г , г р} — множина вихідних сигналів типу 2;
Хі (д ((), а  (/)) —  функція виходів яку реалізує автомат М ілі;
Х2 (д (()) —  функція виходів, яку реалізує автомат Мура.
Із закону функціонування автомата Мілі (система рівнянь 8.2.1) 

випливає, що його вихідний сигнал в (1) = Хі (д (і), а (0 ) видається в 
час д ії вхідного сигналу а (і) і знаходженні автомата в стані д (І), 
а автомата М ура (система рівняння 8.2.2), вихідний сигнал його
2  (і) = Х2 (<? (0) видається весь час, поки автомат перебуває в стані 
Ч(ї)-

В подальшому для кращого розуміння задання і перетворення 
автоматів буде використовуватись також сигнал в ( і)  в якості вихі­

дного сигналу 2(1).
С-автомат індукує вихідні стани автомата Мілі і М ура одночас­

но. З практичної точки зору це вигідно використовувати при проек­
туванні електронних обчислювальних машин. Так, наприклад, час­
тина станів пристрою  керування, таких, як передача із одного 
регістра в інший, нарощування лічильників і т.п., за часом збіга­
ються із вхідним сигналом, який трактується синхроімпульсом, то­
ді як, наприклад, сигнали подачі на комбінаційний суматор або де­
шифратор пам’яті значно довші в часі і визначаються часом спра­
цювання суматора та дешифратора. Ці сигнали зручно ототожню­
вати із станами автомата Мілі і Мура. Таким чином, з практичної 
точки зору доцільно розглядати С-автомат, моделі автоматів М ілі і 
Мура.

8.3. Способи задання автом атів

Для задання автоматів застосовую ть три способи: табличний, 
графічний і за допомогою матриці переходів. Серед них найбільш 
часто використовують табличний і графічний способи.

143



Опис роботи повністю визначеного автомата Мілі табли чн им  
способом за допомогою таблиць переходів і виходів ілюструється 
на прикладі автомата IVи приведеного в табл. 8.3.1 і табл. 8.3.2.

Таблиця 8.3.1 Таблиця 8.3.2

Яі
Я/ Яо Ч\ Яі

а, Яг Яі Яі
а2 Я\ Я\ Яо

Яі \ Яо Яі Яг

Яі ві ві ві
а2 в2 вз в2

Стрічки цих таблиць відповідають вхідним сигналам, а стовп­
чики —  станам. Крайній зліва стовпчик позначений початковим 
станом д0. На пересіченні стовпчика д] і стрічки а, в таблиці пере­
ходів ставиться стан ^  = 5 (а„ д ;), в який автомат переходить із ста­
ну у стан <2 ,̂ а в таблиці виходів —  відповідний цьому переходу 
вихідний сигнал вк = X (а„ <?у).

Оскільки в автоматі М ура вихідний сигнал залежить тільки від 
стану, то цей автомат задається одною відміченою  таблицею пере­
ходів, в якій кожному її стовпчику приписано, крім стану ду, ще і 
вихідний сигнал вк = X (ду), відповідний даному стану. Приклад 
табличного задання повністю визначеного автомата М ура 1¥2, при­
ведений у відміченій таблиці переходів, табл. 8.3.3.

Таблиця 8.3.3

** 
у

/  

/ 
^ ео ві ві вз в4

V
\ Яі 

а'
Яо Я\ Яг Яз Яа

аі Яі Яо Яз Яі Яз
а2 Яг Яз 94 Яо Яг

Для часткового визначеного автомата Мілі, в якого функції пе­
реходів 5 (а, (і), (0 ) і виходів X (а,- (і), ц, (/)) визначені не для всіх
пар (а„ ву) є  А х в, де і є  п, а у є  т, то на містах невизначених ста­
нів і вихідних сигналів ставлять прочерк. У табл. 8.3.4 і табл. 8.3.5 
приведений частково визначений автомат Мілі
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Таблиця 8.3.4

\ \  % 

а ‘

Чо Я\ Яг Яг

а\ Ч\ Яо - Яг

аг Яг - Чг -

Таблиця 8.3.5

\  Чі  

а ,
Яо Ч і Чг Чг

« і « і в 2 - в г

а  г в\ - <?з -

Аналогічно табличним способом задають і частково визначені 
автомати Мура.

Інколи для задання автоматів Мілі використовують одну спіль­
ну таблицю переходів і виходів, у якій на пересіченні стовпчика і 
стрічки а, записують наступний стан і видаваний на переході я* ви­
хідний сигнал вк. Автомат 1¥4, заданий спільною таблицею перехо­
дів і виходів, приведений у табл. 8.3.6.

Таблиця 8.3.6

Чо Ч\ Чг Чг

а\ ? , / 6 , Я /б0/ 2 % / в 2

аг -- « , / в . --

Задання С  —  автоматів табличним способом аналогічно задан- 
ню автоматів Мілі і М ура цим способом.

Г раф ічни й  спосіб задання автоматів Мілі такий. Стани автома­
тів зображують вершинами графа, які з ’єднують дугами. Дві вер­
шини графа автомата яо і Як (початковий стан і стан переходу) 
з ’єднують дугою, направленою від до ДО Як,  якщо в автоматі є пере-
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хід від до ДО дк, тобто якщо дк = 8 (д0 ((), а, (()) при деякому а,- Є А. 
Д узі (д0, дк) графа автомата приписую ть вихідний сигнал в1 = 
= X (д0 (0 . а М)> якщ о він  визначений, і роблять прочерк —  
у противному разі рис. 8.3.1. Якщ о перехід автомата із стану д0 
до стану дк відбувається під дією  декількох вхідних сигналів, то 
тоді дузі (д0, дк) для автомата М ілі приписую ть усі ці вхідні і від­
повідні вихідні сигнали.

в о

Рис. 8.3.2

При заданні автомата М ура за допомогою графа вихідний сигнал 
вк = X (д^) записують, як правило, поруч із його станом, рис. 8.3.2.

На рис. 8.3.1 і рис. 8.3.2 приведені автомати \¥і (М ілі) і \¥2 (М у­
ра), задані у вигляді графів, які раніше були задані за допомогою 
таблиць переходів і виходів.
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При задані С-автоматів у вигляді графів вихідні сигнали типу 
1 приписують дугам графа, поруч із вхідними сигналами, а вихідні 
сигнали типу 2 —  станам, яким вони відповідають.

Тобто, графічне задання С-автомата аналогічне спільному гра­
фічному заданню автоматів Мілі та Мура.

М атри чн и й  спосіб задання автоматів є математичною копією 
графа переходів. За допомогою цього способу є можливість форма­
лізувати ряд операцій, які на графі переходів можуть бути виконані 
візуально. Тому матриці переходів мають переваги в тих випадках, 
коли ці операції не можуть бути виконані людиною -  дослідником, 
тобто коли вони не можуть бути виконані візуально або коли граф 
переходів настільки складний, що використання візуальної методи­
ки є марним.

Якщо автомат IV має 8  станів, то матриця переходів складається 
із £  стрічок і 5  стовпчиків і позначається [Щ. Нехай ()  = {д0, <7ь 
ц2, ..., д,9} —  множина станів автомата Мілі Ж, а перехід автомата із 
стану д, до стану д; позначимо дугою €у. Тоді елемент ( /,/) , який по­
значає дугу графа переходів автомата із стану д{ до стану буде 
розміщений на пересіченні г'-ої стрічки іу'-го стовпчика матриці [Щ  
та знаходиться як

1 _ | / у , якщо /.. є,
,у 10, якщо Іу відсутня.

М атриця переходів для автомата Мілі який заданий за до­
помогою таблиці переходів і виходів, або графічно (рис. 8.3.1), при­
ведена на рис. 8.3.3.

Чо Ч і Чг

Чо 0 0 02 /  в2

Чі а2/  в2 а2/  е3 а і / в з

92 а \ !  вх а х! в і 0

Рис. 8.3.3

Автомати М ура і С-автомати матрицею  переходів не зада­
ються.
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8.4. Перетворення автоматів М ура 
в автомати М ілі

Нехай задано автомат М ура

Шу = {Ау, Ву, ()у, ду, ^у, Чоу) ,
у якого:

Ау {сі\, СІ2, ..., оп},

В у  { ^ 1 , ^ 2 , • • • 5 ,

0 у =  {чо, Чи 42,
8, = 8 (а, (0 , Ч] (0);

^  ^ (?,• (0);

д0>, —  початковий стан.
Побудуємо такий автомат Мілі

І {А„ В і, <2„ 8„ д0І),

у якого: А і = Л у В, = £>,; 2 , = ()у; 5, = 5 ;̂ д0,=  доу = #0. Функцію його 
виходів X/ визначимо таким  чином: якщ о в автоматі М ура 8̂ , = 
= 8 (аі, д]) = д5 і Ху = X (д,) = вк, то в автоматі Мілі Ху = Х (<я„ д^  = д, = в*.

Перехід від автомата М ура до автомата М ілі ілюструється за 
допомогою графічного способу, рис. 8.4.1.

Мура Мілі

Рис. 8.4.1

Із рис. 8.4.1 випливає, що вихідний сигнал вк автомата Мура, 
записаний поруч із станом д5, переноситься на всі дуги, які входять 
у цей стан.

В результаті цього переносу ми отримали фрагмент автомата 
Мілі з цими ж станами, вхідними і вихідними змінними.

При табличному способі задання автомата М ура таблиця пере­
ходів автомата Мілі збігається з таблицею переходів автомата М у­
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ра, а таблиця виходів автомата Мілі випливає із таблиці переходів 
заміною символів які містяться на пересіченні стрічки а, і стовп­
чика д], символом вихідного сигналу вю що відмічає стовпчик дх у 
таблиці переходів автомата Мура.

Із самого способу побудови автомата М ілі Ж, випливає, що він 
еквівалентний автомату М ура Шу. Дійсно, якщо деякий вхідний си­
гнал а, є  А подається на вхід автомата М ура IVу, який перебуває в 
стані д] то він перейде в стан д^ = 8} (а,, <у7) і видає вихідний сигнал 
вк = Ху (д^). Але відповідний автомат М ілі Ж, із стану д̂  також 
перейде в стан д$, оскільки 5, = (а„ д,) = 8У = (а„ д/) = д$ і видає 
той же вихідний сигнал вк згідно зі способом побудови функції 
виходів X ,.

Таким чином, для вхідної послідовності однієї довжини поведі­
нка автоматів М ура Шу і Мілі IV, повністю збігає. Якщо вхідна по­
слідовність буде другої кінечної довжини, то за індукцією можна 
показати, що те слово, яке подається на входи автомата Жу і Щ при­
зведе до появи однакових вихідних слів, і тому автомати М ура ]¥у і 
Мілі Щ є еквівалентні.

Приклад 8.4.1. Для автомата Мура, приведеного на рис. 8.4.2

знайти еквівалентний йому автомат Мілі.
Розв ’язання. У відповідності з алгоритмом перетворення авто­

мата М ура в еквівалентний йому автомат Мілі він буде мати ви­
гляд, приведений на рис. 8.4.3.

Із прикладу 8.4.1 випливає, що при перетворенні автомата М ура 
н автомат Мілі кількість станів в автоматах не змінюється.
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Рис. 8.4.3

8.5. Перетворення автоматів Мілі 
в автомати М ура

Нехай задано автомат Мілі

\Уі = {А і, Ві, <2і, 8„ Хі, д0,},
у якого:

А / {сі\, @2, . . . ,о п},
В і =  { в і ,  в 2, . . . , в т у ,

<2і =  { Ч ь Ч и Ч г ,  - , д з У ,
5, = 8 (а, (0 , Я] (0);
Хі =  X ( а ,  (0, ш

д0, —  початковий стан.
В першому випадку при перетворенні автомата Мілі в автомат 

М ура розглянемо автомати Мілі, які не мають перехідних станів, 
тобто станів, в які не входить жодна дуга, але які мають принаймні 
одну вихідну дугу.

Виходячи із цих умов, і побудуємо автомат Мура

IVу — {Ау, В  у, £>,, )̂'? Ху, <Цоу}>

у якого: Ау = А  і; Ву = Ві
Для знаходження станів автомата М ура ()у кожному стану яР є  0 / 

поставим у відповідність множину <2Р можливих пар виду (др> в у ) , де 
в7 —  вихідний сигнал, приписаний вхідній дузі стану яР, рис. 8.5.1.

Тоді множина можливих пар виду яРш ву буде дорівнювати ()р = 
=  { { д р< в  і ) ,  ( д Лі в 2) ,  ( д Р, в 3) } .  Число елементів у множині дорівнює 
числу різних вихідних сигналів на дугах автомата, які входять до 
стану яР.
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М ножину станів автоматів М ура із станів автомата Мілі отри­
маємо, як об’єднання множин ()р таких станів, д е р  = 0, 1, 2 , .  . ., я. 
Тобто

Я ,  =  І )  Є р .
р=о

Функції виходів Ху і переходів 8,, для пошукового автомата М у­
ра знайдемо таким чином. Кожному стану автомата Мура, який яв­
ляє собою пару (др, вт), поставим у відповідність вихідний сигнал 
вт. Якщо в автоматі Мілі був перехід 8, (<з„ #7)=  ^р і при цьому ви­
давався вихідний сигнал X, (<з„ д,)= вк, то в автоматі М ура буде пе­
рехід із множини станів породжених <у, у стані {цр, вк) під дією 
того ж вхідного сигналу <з„ рис. 8.5.2.

Мілі Мура

Рис. 8.5.2
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В якості початкового сигналу пошукового автомата М ура доу 
може бути будь-який із станів множини, породжуваної початковим 
станом автомата Мілі. Але при цьому необхідно знати, що при по­
рівнянні реакції автоматів Ж, і 1¥у на будь-які вхідні слова не пови­
нен ураховуватись вихідний сигнал у момент часу і = 0, який 
зв ’язаний із станом доу автомата Мура.

Приклад 8.5.1. Для автомата Мілі, приведеного на рис. 8.5.3,

знайти еквівалентний йому автомат Мура, де А { = {ах, а2, <з3}; 5 , = 
= {вь в2, в3}; = {д0, дь  ц2}; §< і —  позначають графом заданого
автомата.

Розв ’язання. За умовою побудови еквівалентного автомата М у­
ра в ньому повина збігатися кількість вхідних і вихідних сигналів із 
заданим автоматом Мілі, тобто: Ау = А = {<зь а2, аз}; Ву = Б, = {ві, 
в2, бз}. Для знаходження кількості станів <2У пошукового автомата 
М ура знайдемо множину пар, яка породж ується кожним станом 
автомата М ілі. Така кількість станів автомата М ура дорівню є 

і'
б у = Сі Яр , Де Ор —  стани автомата Мура, які породжуються кож-

р=о
ним станом автомата Мілі. Вони, відповідно до станів автомата М і­
лі, визначаються як: => (?р°= (д0, в,) = С0; <?і => (2Р1= {(дь в і ),
(Чи в3)} = С ь С2; Яг => Є / =  {(дг, в2), (Яг, <?з)} = С3, С4, де д0 —  стан 
автомата Мілі, який породжує стан автомата М ура Со; я і —  стан 
автомата Мілі, який породжує стани автомата М ура С\ і С2, д2 —  
стан автомата Мілі, який породжує стани автомата М ура С3 і С4.

Побудова функцій виходів автомата М ура Ху відбувається таким 
чином. Кожному знайденому стану автомата М ура виду (др, вт) по-.
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ставим у відповідність вихідний сигнал вт, який є другим елемен­
том цієї пари. В нашому випадку це:

V  (Со) = (СО = в,; Х у2 (С2) = Ху4 (С4) = в3; Ху3 (С3) = в2.

Тобто ми знайшли, який вихідний сигнал в автоматі М ура від­
повідає кожному знайденому його стану із множини

<2/>= {Со, Сі, С2, С3, С4}.

Побудова функції переходів автомата М ура 8  ̂ відбувається та­
ким чином. Так як в автоматі Мілі є перехід із стану <72 в стан д\ під 
дією вхідного сигналу а, з видачею вихідного сигналу в3, то із 
множини станів <2р={Сі,С2), яка породжується станом д\ автомата 
Мілі, в автоматі М ура повинен бути перехід із стану (д\, в\ )=  С\ в 
стан (д2, б3) = С4 під дією вхідного сигналу а х. Аналогічно із стану 
(ді, вз) = С2 множини ()р повинен бути перехід у стан {д\, в і) = С] 
під дією вхідного сигналу а2. Аналогічно будується функції переходів

автомата Мура 8  ̂ і для інших станів: Со — -1—> Сй  С4 — - —» С2;

С2 — С4; С4 — С0; С0 С3; С3 С0; С3 С2,
де зверху стрілки показана вхідна змінна, під дією якої цей перехід 
відбувається. В якості початкового стану можна вибрати тільки 
стан Со, так як це єдиний стан, який породжується початковим станом 
до автомата Мілі. Замінивши множину станів {С0, Сь С2, С3, С4} авто­
мата Мура і накресливши в ньому знайдені функції переходів —  вихо­
дів, отримаємо еквівалентний автомат Мура, приведений на рис. 8.5.4.
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Розглянемо тепер випадок перетворення автомата Мілі з пере­
хідним станом в автомат Мура.

Приклад 8.5.2. Для автомата Мілі з перехідним станом, рис. 8.5.5.

знайти еквівалентний йому автомат Мура, де А, = {аь а2}; Ві = {вь в2};
~ {Чо, Яи Ці}', § /і X/ —  визначають графом заданого автомата.
Розв ’язання. За умови побудови еквівалентного автомата М ура 

в ньому повинна збігатися кількість вхідних і вихідних сигналів із 
заданим автоматом Мілі, тобто: Ау = А і = {аь а2}; Ву = Ві = {вь в2}. 
Для знаходження кількості станів ()у пошукового автомата М ура 
встановимо множину пар, яка породжується кожним станом авто­
мата Мілі, крім перехідного стану #0 • Як і у попередньому випадку, 
вони визначаю ться, як: я\ ==> <2Р1 = {(дь ві ), (я \, в2)} = Сі, С2; 
Яг => (2р2= {(я2, ві), (я2, в2)} = С3, С4. До цієї множини станів авто­
мата М ура додамо стан £>р°= (яо, - )  = Со, який породжений перехі­
дним станом Яо автомата Мілі і невизначеним вихідним сигналом у 
стані Со- Тобто, множ ина станів пош укового автомата М ілі буде 
дорівнювати <2Р= {С0, С ь С2, С3, С4}. Побудова функцій виходів і 
переходів пошукового автомата М ура відбувається аналогічно при­
кладу 8.5.1. Так для функцій виходів це буде:

V  (С ,) = V  (Сз) = в,; V 2 (С2) = Ху4 (С4) = в2;

V* (Со) —  У цьому стані вихідний сигнал є невизначеним, а функції 
переходів будують мати слідуючий вигляд:

5Г' = Со — ^  С,; 5 /  = С0 — С3; 5 /  = С3 — С, ;

5 /  = С4 — С3; 5 /  = С4 ---2 > Сь  5 /  = С,  > С4;
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Ьу = С,  — С2; 5 /  = С2 — —> С4.

В якості початкового стану необхідно взяти породжений стан 
С0. Тоді пошукований автомат М ура, отриманий із автомата Мілі із 
перехідним станом, буде мати вигляд, приведений на рис. 8.5.6.

Рис. 8.5.6

Із прикладів 8.5.1 і 8.5.2 випливає, що при перетворенні автома­
та Мілі в автомат М ура, число станів в автоматі М ура збільшується 
іа рахунок породжування окремими станами автомата Мілі не од­
ного, а двох станів автомата Мура.

8.6. Ізом орф ізм  автом атів

О значення 8.6.1. Два автомати називають ізом орф ним и один 
до одного, якщо їх функції переходів і виходів однакові за винят­
ком можливих різниць у позначенні їх станів.

Отже, якщо заданий автомат IV, який представляє певну систе­
му, то будь-який автомат, ізоморфний до IV, може також представ­
ляти дану систему.

Приклад 8.6.1. Для заданого таблицею переходів і виходів ав­
томата \¥, табл. 8.6.1 і табл. 8.6.2.
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Таблиця 8.6.1 Таблиця 8.6.2

а , \ Яі Яг Яг

а\ 1 0 1

а 2 0 1 0

аг 1 0 0

\ < ? /
а , Яі Яг Яг

а \ Яг Яі Яг

аг Яі Яі Яі

аг Яг Яг Яі

знайти ізоморфний до нього автомат Ж .
Р о зв’язання. У відповідності з означенням 8.6.1 будуємо авто­

мат Щ , ізоморфний ]¥. Для цього стани ді, д2, Цз автомата IV замі­
нимо на стани д3, д2, #і в автоматі \¥{. В результаті цього отримаємо 
таблиці переходів і виходів ізоморфного автомата Жь табл. 8.6.3 і 
табл. 8.6.4

Таблиця 8.6.З Таблиця 8.6.4

а , Яі Яг Яі

а і 1 0 1

а 2 0 1 0

аг 1 0 0

<?/
а , Яі Яг Яз

а\ Яг Яз Яг

а 2 Яз Яі Яі

аз Яі Яг Яз

із яких випливає, що автомат И'і видає на виході ті ж  сигнали під 
дією вхідних сигналів, що й автомат IV. М ножина всіх різних авто­
матів, яку можна отримати в результаті всіх можливих перестано- 
новок станів автомата, дорівню є п\ (в нашому випадку 3!). Цю 
множину називають сім ейством  п ерестановок автомата.

8.7. Е кв івал ен тн ість  автом атів

О значення 8.7.1. Два автомата IV] і IV2 називають еквівалент* 
ним и, якщо кожному стану д, автомата Ж  відповідає, принаймні, 
один еквівалентний йому стан в автоматі IV2 і якщо кожному стану 

в автоматі IV2 відповідає, принаймні, один еквівалентний йому 
стан в автоматі \¥\.

Таким чином, автомати \¥\ і 1¥2 є еквівалентними тоді і тільки 
тоді, коли, спостерігаючи сигнали на їх виходах, неможливо відріз­
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нити автомат У/\ у будь-якому із його станів від автомата Ж2 і авто­
мат Щ  у будь-якому із його станів від автомата

Автомати і \¥2 будуть розп ізнавані тоді і тільки тоді, коли 
буде хоча б один стан у IVь який не еквівалентний ніякому стані в 
IVі або коли буде хоча б один стан у IV2, який не еквівалентний ні­
якому стану в автоматі 1У\.

Еквівалентність автоматів Щ і \У2 позначають IVі = Щ  або Щ ~ У/2.
Еквівалентність автоматів має властивості рефлексивності, си­

метричності і транзитивності. Тому еквівалентність автоматів мо­
жна розглядати як звичайне відношення еквівалентності і застосо­
вувати його до множин автоматів будь-якої потужності.

Визначення еквівалентності автоматів означає, що два автома­
ти, які мають однакові таблиці переходів-виходів або графи чи мат­
риці, повинні бути еквівалентними. Так як еквівалентність або роз­
пізнаваність пари станів не залежать від позначень станів то два 
ізоморфних автоматів також повинні бути еквівалентними.

Приклад 8.7.1. Показати, що автомати, приведені на рис. 8.7.1, 
еквівалентні.

а ,/  0

аг! 1

Рис. 8.7.1
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Р о зв ’язання. Із рисунка випливає, що стани ді і # 2  автомата, 
рис. 8.7.1 а, еквівалентні відповідно станам і ^2 автомата, рис. 8.7.1 б. 
Крім того, стани ді і д3 автомата, рис. 8.7.1 а, еквівалентні м іж  со­
бою, а тому еквівалентні стану автомата, рис. 8.7.1 б. Таким чи­
ном для кожного стану автомата, рис. 8.7.1 а, можна знайти еквіва­
лентний стан в автоматі, рис. 8.7.1 б, і навпаки. А це означає, що 
автомати, приведені на рис. 8.7.1, є еквівалентні.

Приклад 8.7.2. Показати, що автомати, приведені на рис. 8.7.2, 
нееквівалентні.

а2/1

агІ\

Рис. 8.7.2

Із рисунка випливає, що при порівнянні двох автоматів, вони є 
однаковими, якщо не враховувати стан автомата, рис. 8.7.2 б. 
Тому без урахування стану можна сказати, що для кожного стану 
автомата, рис. 8.7.2 а, ми знаходимо еквівалентний стан автомата,
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рис. 8.7.2 б. Однак, оскільки пари станів (ді, д3) і (д2, Яз) автомата, 
рис. 8.7.2 б, є явно не еквівалентними і тому розпізнавані, а це за­
свідчує те, що дані автомати не є еквівалентні.

8.8. М інім ізація авто м атів

В даному параграфі розглядається мінімізація повністю визна­
чених автоматів.

О значення 8.8.1. Два стани автомата д, і називають ек в ів а­
лентним и , якщо при (д,- а) = (д,, а) для будь-яких вхідних слів, реа­
кції автомата в цих станах збігається.

При мінімізації повністю визначених автоматів множину станів 
заданого автомата розбивають на непересічні класи еквівалентних 
між собою станів. У кожному класі всі стани, крім одного, є збит­
ковими, і автомат їх не розпізнає, так як реагує на будь-які вхідні 
слова у будь-якому із класів однаково.

Автомат Ж буде мінімальним, якщо із д, ~  яі  випливає д, = .
Для знаходженя мінімального автомата необхідно розділити Р  

множин повністю визначеного автомата на класи еквівалентних 
між собою  станів. Для цього введемо більш  послаблене поняття 
відношення еквівалентності.

О значення 8.8.2. Два стани автомата д, і називають А-екві- 
валентним и , якщо при (д,-, ак) = (д7 ак) для будь-яких вхідних слів 
ак довжини к, вихідні сигнали автомата збігаються. Якщо стани ав- 
томата’не ^-еквівалентні, то вони ^-розпізнавані.

Алгоритм знаходження Р  множин станів пошукового мінімаль­
ного автомата згідно з Ауфенкампом-Х оном має такий вигляд.

1. М ножину станів заданого автомата ()  послідовно розділяють
на класи одно -, двох 1 —  еквівалентних між собою станів
до тих пір, поки на певному к  + 1 кроці не виявиться, що Рк + 1 = Рк.

2. В кожному із знайдених на кроці один алгоритму класі екві- 
палентності довільно вибирають один стан, який є представником 
цього класу. Вибрані представники класів і є множиною станів по­
шукового мінімального автомата, яку позначають £>*.

3. В пошуковому мінімальному автоматі {А, В, (£ ,  8*, X*, до} 
будуємо функції переходів 8 і виходів X , для чого в матрицях пе­
реходів і виходів викреслюються стовпчики, які відповідають тим
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станам, що відсутні в 0*, і в стовпчиках матриці переходів, що за­
лишилися, всі стани заміняють на еквівалентні із 0  .

4. Початковим станом може бути будь-який із класу станів, ек­
вівалентних д0, наприклад, сам д0-

Приклад 8.8.1. Для автомата Мілі, приведеного на рис. 8.8.1,

а,/0

знайти графічний мінімальний автомат, еквівалентний заданому.
Розв ’язання. Для заданого графічного автомата будуємо табли­

цю переходів і виходів, у якому: А = {аи а2}', В  = {0, \}; ^  = {д\, Я2, 
Яз, Яа, Яі, Яб, Яі}', Яо = Яи а функції переходів і виходів, які окреслені 
гріфічно, представимо відповідними таблицями —  табл. 8.8.1 і 
табл. 8.8.2.

Таблиця 8.8.1

Чі
а ‘

Чі 4г Чз 44 45 Чб Чі

0 , Чі 4 і 44 45 Чз 45 Чз

а 2 44 Чв <74 <77 Чб Чі 44

Таблиця 8.8.2

Чі
а‘

Чі 4г 4з 44 45 4б 97

а\ 1 1 0 0 1 0 0

аг 0 0 1 1 0 1 1
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Об’єднанням однакових стовпчиків у таблиці виходів, табл. 8.8.2, 
отримаємо одноеквівалентні розбиття Р\

Р і = {71ц, 7Г]2}, де л п = {#ь д2, д5}, = {<7з, Я*> Яб, Яі}-

За допомогою таблиці переходів, табл. 8.8.1, будуємо таблицю 
для знаходження Р и табл. 8.8.3,

Таблиця 8.8.3

Щі 71] 2

\  ф
а і

Я\ Яі Яі Яз Я4 Я6 Чп

«1 Лі2 7і і2 К\г П\2 Яц п и ЗІ12

а 2 ^12 Ж12 Яі2 71,2 Щ2 Щ2 7І12

до якої заносимо значення одноеквівалентного розбиття, отримано­
го раніше. Із табл. 8.8.3 знаходимо двохеквіваленті розбиття, так як 
одноеквівалентні будуть двохеквівалентні тоді і тільки тоді, коли 
вони переводяться будь-яким вхідним сигналом (буквою) в стан 
свого еквівалентного класу. Тому із табл. 8.8.3 випливає, що двох- 
еквівалентне розбиття І \  буде дорівнювати

Р і  — {^21; л 22, ТСгз}, д е  К21 =  І Я ь  Я2, Яб}', ^22 = ІЯз, Яі}', Л23 =  {<?4, Яь}-

Знову за допомогою таблиці переходів, табл. 8.8.1, будуємо таб­
лицю для знаходженя Р% табл. 8.8.4,

Таблиця 8.8.4

Л21 п 2 2 Я23

<я,
Я\ Я2 Яі Яз Яі Я* 46

«1 ^22 тс22 К22 п 23 п 2з ^21 Л21

аг Л23 ^23 л 2з ТІ 23 я?з 7і22 к 22

за якою знаходимо трьохеквівалентні розбиття Р 3, які матимуть 
вигляд

Р г~  {^зь ^зг, л33}, де я3і= {<7ь Я2, Яь}', ^зг = {#з, Яі}', лзз = ІЯь Яб}-
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Оскільки еквівалентні розбиття Рг = Рз, то, згідно з кроком ал­
горитму один, множина станів шуканого мінімального автомата 
розділена на еквівалентні між собою класи, які дорівнюють

ЇЇ21 = Язі = ІЯЬ Яі, Яв}', ЇЇ22 -  Я3 2  = ІЯз, Яі}\ ^23 = Язз = {я*, Яб}- 

Отже, вихідне розбиття на класи еквівалентності матиме вигляд

Р  = {{Яп Яг, Яз}, {Яз, Яп), {?■», Яб}}-

Для побудови шуканого автомата довільно виберем по одному 
стану з кожного класу для знаходження множини станів <2* мініма­
льного автомата

6* =ІЯи Яг, Ял}-

Початковим станом автомата залишимо стан я\- 
Використовуючи крок три алгоритму, будуємо таблиці перехо­

дів і виходів мінімального автомата, табл. 8.8.5 і табл. 8.8.6.

Таблиця 8.8.5

а‘ \
Ч\ Чг 44

а\ Чг 44 4\
а 2 44 44 4г

Таблиця 8.8.6

а‘ \
4\ 4г 44

а\ 1 0 0

а2 0 1 1

За знайденими таблицями переходів і виходів накреслимо міні­
мальний автомат Мілі, який приведений на рис. 8.8.2.
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Початковим станом знайденого мінімального автомата Мілі є 
стан <?і. М інімізацію автоматів М ура виконують аналогічно описа­
ній мінімізації автомата Мілі.

8.9. К ан онічни й  метод структурного  
синтезу автом атів

Основним завданням стр у к ту р н о ї тео р ії ав то м ат ів  є пошук 
спільних дій для побудови структурних схем автоматів на основі 
тієї чи іншої вибраної схемо-технічної елементної бази. В структу­
рних автоматах ураховується структура вхідних і вихідних сигналів 
автомата, а також його внутрішній стан на рівні структурних схем 
заданої елементної бази.

Тепер найбільш  розповсю дж еним структурним алфавітом для 
синтезу автоматів є д в ій к о в и й , що поясню ється простотою  його 
використання в сучасних схемо-технічних елементах, системах і 
електронних обчислю вальних маш инах (ЕО М ). Крім того, для 
двійкового алфавіту розроблений математичний апарат булевих 
функцій, який дозволяє виконувати більшість операцій над схемами 
формально. Тому для ріш ення задач структурного синтезу авто­
матів будемо використовувати двійковий структурний алфавіт.

На етані структурного синтезу завчасно вибирають елементарні 
автомати, із яких потім шляхом їх композиції будують структурну 
схему отриманого на етапі абстрактного синтезу автомата М ілі, 
Мура або С-автомата. Якщо рішення задачі структурного синтезу 
с, то кджуть, що задана система автоматів структурно  повна.

Певна система елементарних автоматів, що містить автомат 
Мура з нетрівіальною пам’ятю, яка володіє повною системою пе­
реходів, повною системою виходів і містить певну функціональну 
повну систему логічних елементів, є структурно ПОВНОЮ.

Для правильної роботи схеми автомата не мож на дозволити, 
щоб сигнали на вході запамятовую чих елементів безпосередньо 
приймали участь в утворенні вихідних сигналів, які в цей же час пода­
вались на ці входи. У  зв’язку із цим запам’ятовуючими елементами 
повинні бути використані не автомати Мілі, а автомати Мура.

Таким чином, структурно повна система елементарних автома­
тів повинна мати хоча б один автомат Мура. В той же час для син­
тезу будь-яких автоматів з мінімальним числом елементів пам’яті 
необхідно в якості таких елементів вибирати автомати Мура, які
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маю ть повну систему переходів і повну систему виходів, —  так 
звані повні автомати.

Канонічний метод структурного синтезу розглянемо для С  —  
автомата, оскільки ця модель є об’єднанням моделі М ілі та Мура, 
рис. 8.9.1.

Рис. 8.9.1

С труктурна схем а С -ав то м ата  складається з трьох  частин: 
пам ’яті і двох комбінаційних схем КС1 та КС2. Якщо необхідно 
синтезувати автомат Мілі, то в С-автоматі функцію Х2 не задають і 
буде відсутня комбінаційна схема КС2. У випадку моделі М ура не- 
заданою буде функція А,] і в комбінаційній схемі КС1 будуть відсу­
тні вихідні сигнали в\ ... вт.

Комбінаційна схема КС1 служить для формування вихідних си­
гналів типу 1 і вхідних сигналів для автоматів пам’яті, а КС2 для 
формування сигналів типу 2.

П ам ’ять автомата складається з вибраних автоматів пам’яті —  
елементарних автоматів М ура Я ь ..., IIг. Після вибору елементів 
пам’яті кожний стан абстрактного С —  автомата кодується в стру­
ктурному автоматі. Якщо всі автомати П и Пг однакові, то їх чи­
сло буде дорівнювати
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де 0  —  число станів елементарного автомата пам’яті;
М —  число станів абстрактного С  -  автомата;
] [ —  знак означає, що береться найбільше ціле число від ре­

зультату логарифму.
При двійковій системі числення 0  = 2.
Таким чином, після вибору елементів пам’яті і кодування станів 

синтез структурного автомата зводиться до синтезу комбінаційної 
схеми, яка реалізує функції:

ві = в\ (а ь ..., а„'Уи ...,у г),

п = ] 1о§ е М[, (8.9.1)

Ч> 1 = <Р\ (а\, ..., а„уу ь Уг),

(рг = (рг (аи ..., аП'Уі, . . . , уг), 
2\ = 2 і О ь  • •• ,» ),

2к = 2к (уі, ...,Уг),

де у  = (уі, . . . ,у г) —  функції зворотного зв’язку від пам’яті автомата 
до комбінаційної схеми КС1;

ф = ( ф ь  . . . ,  ф г) —  функція збудження пам ’яті автомата.
Тобто, канонічний метод структурного синтезу автоматів до­

зволяє звести завдання структурного синтезу довільних автоматів 
до завдання синтезу комбінаційних схем. Результатом канонічного 
метбду структурного синтезу є система логічних рівнянь, яка ви­
ражає залежність виходних сигналів автомата і сигналів, що вида­
ються на входи запам’ятовуючих елементів, від сигналів, які по­
ступають на вхід автомата в цілому, і сигналів, що знімаються з 
виходів елементів пам’яті. Ці рівняння називають канонічними.

8.10. Г раф ічни й  метод структурного  
синтезу автом атів

При графічному методі синтезу структурний С-автомат (авто­
мат Мілі, Мура) представляють у вигляді графа. Дугам графа авто­
мата М ура приписують кон’юнкції (диз’юнкції) змінних, які пере-
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водять автомат із одного стану в інший, а станам —  вихідні змінні, які 
автомат індуктує в цьому стані. Якщо розглядувати автомат Мілі, то 
його дугам приписують не тільки кон’юнкції (диз’юнкції-) змінних, 
які переводять його з одного стану в інший, але ще і вихідний сиг­
нал, який він при цьому індуктує.

Кожен стан структурного автомата кодується відповідним ко­
дом. Розмірність коду залежить від кількості станів абстрактного 
автомата і визначається ф ормулою  8.9.1. Д ля автом атів , які за 
умовою не є самокорегуючі, як правило, використовують звичай­
ний двійковий код.

Приклад 8.10.1. Розробити схему управління ком п’ю терним 
пристроєм, алгоритм роботи якого заданий абстрактним автоматом, 
рис. 8.10.1,

2і

де ах, ..., ал —  вхідні змінні пристрою; гх, г 3 —  сигнали, які ви­
дає пристрій при управлінні; —  абстрактні позначення
станів в яких перебуває пристрій при управлінні.

Розв ’язання. Для забезпечення реалізації трьох станів абстракт­
ного автомата ^ x, ^ 2, д3 необхідно в структурному автоматі, згідно

із формулою п = ]іо§2 3[ = 2, мати два елементи пам’яті, які можуть

задовольнити реалізацію  чоти­
рьох станів: 00; 01; 10; 11. Для 
кодування трьох станів абстракт­
ного автомата використаємо ко­
дові комбінації: —> 00; д2 =01;

<7 3 = 10. У результаті цього струк­
турний автомат матиме вигляд, 
наведений на рис 8.10.2.
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Використовуючи відмічену для автомата М ура таблицю пере­
ходів, табл. 8.10.1,

Таблиця 8.10.1

2з

00 01 10

«і 01 - 01

а2 - 00
'

«3 - 10 -

^4 - - 00

отримаємо канонічні рівняння роботи схеми управління комп’ютер­
ним пристроєм:

2 \= У і-У і '>  22 = у г у 2; гз = У і-У і>

ф! = а ^  Ф? = « ,  V а 4 -Уг,

Фг ~ а \ ’ Уі V  а \ = а \ ' (> і  V  і )  =  а , ;
ф “ = а 2 - р ,  ч о 3.

де ф р  і ф®, —  функції включення і виключення відповідно
першого і другого елементів пам’яті структурного автомата Мура;

Уі ’ У2 ' У\ > Уг —  сигнали на виходах першого і другого еле­
ментів пам’яті, які відповідають логічним сигналам «1» і «0».

Функція ф , відповідає стану коду розряду, розміщеного зліва, а 

ф 2 —  справа. Рівняння включення першого елемента пам’яті ф[ 

отримують таким чином. У відміченій таблиці переходів розгляду­
ють усі переходи кодових станів цієї функції з «0» до «1» під дією 
вхідних змінних. До кон’ю нкції вхідних змінних також записують і 
змінну другого елемента пам’яті, якщо вона не міняє свій знак при 
цьому переході. Якщо цей перехід для функції ф |  відбувається не 
один раз, а, наприклад, два, то знайдені кон’ю нкції змінних о б ’єд­
нують знаком диз’юнкції.

Рівняння виключення першого елемента пам’яті ф° отримують 
аналогічно описаному з тою лише різницею, що при цьому розгля­
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дують лише переходи із стану «1» до стану «0». Рівняння для функ­
ц ії ф2 отримують аналогічно описаному для функції ф , .

Схема управління комп’ютерним пристроєм, яка реалізує кано­
нічні рівняння роботи структурного автомата Мура, приведена на 
рис. 8.10.3.

Рис. 8.10.3

—  функціональний елемент, який реалізує 
кон’юнкцію;

—  функціональний елемент, який реалізує еле­
мент памяті (ТгЗ-тригер).

5 Т

— К

1 —  функціональний елемент, який реалізує
-----  диз’юнкцію;

д е .
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Контрольні запитання

1. Що називають автоматом?
2. Які бувають автомати ?
3. Чим відрізняються тривіальні автомати від автоматів з пам’яттю?
4. Що розуміють під абстрактним автоматом?
5. Що таке структурний автомат?
6. Який автомат називають скінченим?
7. Що розуміють під функціями переходів і виходів автомата?
8. Який автомат називають повністю визначеним?
9. Що розуміють під частково визначеним автоматом?

10. Що таке синхронний автомат?
11. Який автомат називають асинхронним?
12. Що називають автоматом Мілі?
13. Що називають автоматом Мура?
14. Що називають С-автоматом?
15. Яка різниця між автоматами Мілі і Мура?
16. Яка різниця між автоматом Мілі і С- автоматом?
17. Яка різниця між автоматом Мура і С- автоматом?
18. Де можуть бути застосовані автомати Мілі, Мура та С-автомати?
19. Скількома способами можна задавати автомати?
20. Які автомати можна задавати табличним, графічним і матричним спо­

собами?
21. Чому не можна задавати автомати Мура і С-автомати матричним 

способом?
22. Якими способами можна задавати частково визначені автомати?
23.'Визначте переваги і недоліки графічного способу задання автома­

тів перед табличним та матричним?
24. Які необхідні обов’язкові умови для перетворення автомата Мура 

в автомат Мілі ?
25. Сформулюйте алгоритм перетворення автомата Мура в автомат Мілі.
26. Як визначити початковий стан пошукового автомата Мілі ?
27. Як отримати таблицю виходів пошукового автомата Мілі ?
28. Сформулюйте алгоритм перетворення автомата Мілі в автомат Мура.
29. Як визначають число станів пошукового автомата Мура?
30. Як знаходять функції переходів і виходів пошукового автомата Мура?
3 1. Як визначають початковий стан пошукового автомата Мура?
32. Які автомати називають ізоморфними?
33. Чому дорівнює сімейство перестановок ізоморфного автомата?
34. Чи можуть бути ізоморфними автомати, в яких функції переходів різні?
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35. Які автомати називають еквівалентними?
36. Які автомати називають розпізнаваними?
37. Які властивості має еквівалентність автоматів?
38. Що розуміють під еквівалентністю станів автомата?
39. Що розуміють під еквівалентністю двох автоматів?
40. Сформулюйте алгоритм мінімізації автомата Мілі?
41. Що розуміють під класами еквівалентних між собою станів в автоматі?
42. Як будують функції переходів і виходів при мінімізації автомата?
43. Який стан необхідно вибрати початковим у знайденому мінімаль­

ному автоматі?
44. Що є завданням структурної теорії автоматів?
45. Який алфавіт використовують для структурної теорії автоматів і чому?
46. Яку систему автоматів називають структурно повною?
47. Як визначають кількість елементів пам’яті структурного автомата, 

якщо відома кількість елементів пам’яті абстрактного автомата?
48. До чого зводиться синтез структурного автомата?
49. Які рівняння при структурному синтезі автомата називають кано­

нічними?
50. Опишіть графічний метод структурного синтезу автомата.
51. Чим відрізняються автомати Мілі від автоматів Мура при графіч­

ному методі структурного синтезу автоматів?
52. Як можна кодувати внутрішні стани при графічному методі струк­

турного синтезу автомата?

Задачі для самостійного розв'язування

1. За допомогою автомата Мілі, М ура або С-автомата описати 
системи:

а) управління вантажним ліфтом для трьохповерхового ком­
плексу, який має кнопку виклику на кожному поверсі і працює 
таким чином, що: якщо натиснута одна кнопка, то ліф т рухається 
до поверху, на який вона натиснута, якщо натиснути дві або три 
кнопки, то він рухається до найнижчого поверху, на який натис­
нута кнопка.

б) накопичення числа одиниць за модулем 2, які надходять до 
неї у вигляді двійкових сигналів 0 і 1.

в) накопичення числа одиниць за модулем 3, які надходять до 
неї у вигляді двійкових сигналів 0 і 1.
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2. Автомат М ілі заданий табличним способом, представити гра­
фічно і матрично.

Ч \< 7/ 
в/ \

Яо Я\ Яг Яз

а\ вз вг — вз

а2 — во <?0 —

аз вг — ві вг

3. Автомат Мура, заданий графічно, представити табличним спо­
собом.

4. С-автомат, заданий графічно, представити табличним способом.

5. А втом ат М ілі, заданий матрично, представити граф ічно і 
таблично.

" а і / в і а 2 /  в 2 а 3 / в }

0 а \ / в 0 а 2 І  в  і

а 2 І  в  з 0 а 2 І  в \

^ а з /  в о 0 0
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6. Заданий графічно автомат М ура перетворити в еквівалентний 
автомат Мілі.

7. Заданий таблично автомат М ура перетворити в еквівалент­
ний табличний автомат Мілі.

в,-
Яі во Є\ вг

%
а, Яо Яі Яі

а\ Яі Яо —

а2 — Я2 Яі
аз Яі Яі Яо

8. Задані графічно автомати М ілі перетворити в еквівалентні 
графічні автомати Мура:

а,/в]

б)
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а21в2

9. Д ля  автоматів заданих таблицями переходів і виходів побу­
дувати автомати, ізоморфні заданим:

а‘
Яі Яг Яз Ял Яі

а\ Яг Яі Яг Я і Яг

а 2 Яз Яі Яі Яі Яз

Яі
Я/ Яі Яг Яз 94 Яі

« і 0 1 1 0 1

а 2 1 0 1 1 0

а)
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' N ‘7/ 
о, \ Яі Яг Яг Яа

а і 1 0 1 0

а 2 0 1 1 1

1 0 0 0

б)

10. Для автоматів, заданих графічно, довести або спростувати їх 
еквілентність

11. Для повністю визначених автоматів Мілі, заданих таблиця­
ми переходів і виходів, знайти еквівалентні їм мінімальні автома­
ти. Зробити графічне відображення заданого і мінімального авто­
мата. Отримані результати порівняти і зробити висновки.
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а)

Ч 'Ч Ч  Чі 

а‘

Чі 42 Чз Ч4 45 Чб Чі

а, Чі Чг 44 47 Чб Чі Ч\

аг Чг Чі Чб Чб 44 Чб Чг

аг Чь Чі Чі 47 44 Чп Чб

Чі

а‘

Ч\ Чг Чг 44 45 Чб Чі

а\ 1 1 0 0 0 1 1
аг 0 0 1 1 1 0 0

аз 1 1 0 0 0 1 1

б)

а>
Чі Чг Чі 44 45 4б 47 48

а\ Чі Чі 44 45 Чз 45 4з 47

а2 44 Чб 44 1 4б 1 44 4г

а‘
4і 4г 4з 44 45 4б 47 48

аі 1 1 0 0 1 0 0 1

аг 0 0 1 1 0 1 1 0

12. Використовуючи графічний метод структурного синтезу ав­
томатів, розробити:

а) схему підсумування за модулем 3 двійкових сигналів «0» і «1»
б) схему підсумування за модулем 2 двійкових сигналів «0» і «1»
в) схему управління ком п’ю терним пристроєм заданою  у ви­

гляді абстрактного автомата
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а  Коментарі

В цьому розділі для визначення автоматів Мілі, Мура та С-авто- 
матів, способів їх задання і перетворення використані підручники 
[4, 10, 14, 15]. Ізоморфізм та еквівалентність автоматів взяті з [10], 
мінімізація —  з [10, 13], а канонічний і графічний метод структур­
ного синтезу автоматів —  із [4, 11, 14, 15].
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г ЛОГІКА РЕГУЛЯРНИХ ПООІЙ

Розділ 9

9.1. Основні визначення

Зручною формою задання довільних автоматних відображень є 
задання їх за допомогою подій.

Нехай А = { а2, . . . ,  ап } —  довільний вхідний алфавіт, а 
а (А )  —  множина всіх слів цього алфавіту. Тоді будь-яку підмно- 
жину множини о (А )  називають подією в ал ф авіт і/1 .

Нехай ]¥ —  будь-який абстрактний автомат із вхідним алфаві­
том А  = {ар  а2, . . . ,  ап } і вихідним алфавітом В  = { в ,, в2, . . . ,  вт }, 
який індуктує часткове відображення ¥  множини ст (А ) в множину 
а  (В). Тобто, функція переходів і виходів зазначеного автомата ви­
значена не для всіх пар (ап  в) ) є  А х  В ,  де і є  п, а  /  є  т. Тоді 

подією Як, представленою в автоматі И7вихідним сигналом в-, 

називають множину всіх слів р  є  ст (Л ) цього автомата, для яких 

слово. Р ( р )  визначено і закінчується буквою в} . Якщо М с В  —

деяка підмножина вихідних сигналів, то подією, представленою в 
автоматі IV множиною М е  т }, називають о б ’єднання по­
дій, представлених усіма елементами цієї множини. В такому випа­
дку, коли М  збігається з алфавітом В , то відповідну йому подію на­
зивають канонічною множиною подій К{, К2, . . . ,  Кт автомата IV.

Теорема 9.1.1. Задання часткового автоматного відображен­
ня Р  множини о  (А ) в <у(В) довільного абстрактного автомата IV з
вхідним алфавітом А = { а р а2, . . ап } і вихідним алфавітом
В -  { в  рв 2, ..., вт } еквівалентно заданню канонічної множини подій
/?р Л р . . . ,  Кт цього автомата.
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Для доведення цієї теореми достатньо показати справедливість 
двох лем.

Лема 9.1.1. Задання часткового автоматного відображення Р  мно­
жини о  (А)  в а  (В)  довільного абстрактного автомата IV незапе­
речно визначає канонічна множина подій Я,, Я2, . . . ,  Ят автомата IV.

Доведення. Нехай Р  є часткове автоматне відображення о (А )  в 
<у(В ) і р  —  задовільне слово із а ( А) .  Якщо образ Р ( р )  є і закін­
чується буквою в],  то вхідне слово р  належить до множини , 

відміченої вихідним словом вг  Якщо хоча б для однієї вхідної бу­

кви слова р  не визначена вихідна буква, то слово р  є забороненим і 
його відносять до множини 5  — ділянки заборони автомата Ж  Лег­
ко побачити, що в результаті перегляду всіх слів р  є  а  (А)  множи­
на о (А )  розбивається на т + 1 підмножин Кх, К2 , . . . ,  Кт і 8  що 
попарно не перетинаються. М ножини /?,, К2, ..., Кт є подіями, які 
представлені в автоматі IV вихідними сигналами в,, в2, ..., вт, і тому 
утворюють канонічну множину подій автомата IV, а множина 5  —  
події, що складаються із усіх тих слів р  є  о  (А),  які не увійшли ні
до одної із подій Я] , де _/ =  {1, 2 , . . . ,  т  }, що підтверджує справе­

дливість леми 7.1.1.

Лема 9.1.2. Задання канонічної множини подій К,, К2, . . . ,  Кт 
довільного абстрактного автомата IV однозначно задає часткове ві­
дображення Р, яке індуктується автоматом IV.

Доведення. Нехай задана канонічна множина подій Кх , К2 , Кт 
абстрактного автомата IV. Покажемо, яким чином визначити част­
кове відображення множини о ( А )  в с ( В )  індуктоване автоматом 
IV, не використовуючи відображення Р '  множини станів ^  в собі 
або, іншими словами, не застосовуючи таблиць переходів і виходів 
автомата IV. Допустимо, що р  = х . , х і х^ —  довільне вхідне

слово із (У(А). Тоді для кожного х^ (1 < І  < к )  знайдемо вихідну 

букву в} по слідую чому правилу: в  ̂  є вихідний сигнал, що 

представляє в автоматі IV подію , яка має початковий відрізок 

х. , х :2, . . ., х^ довжини і  вхідного словар. Якщо для всіх і  = 1, 2, 3, . . . , к

178



є відповідне їм вл , то тоді необхідно вважати, що Р ( р )  = 

= Р  (хч, Хі , . . . ,  х ік) = вк , в,2, . . . ,  вл . Якщо хоча б для одного І  

немає в, , то необхідно сказати, що відображення Р  на слові р  неУс
визначено і р  є  8,  що  підтверджу є справедливість леми 9.1.2 і до­
ведення теореми 9.1.1.

Таким чином із теореми 9.1.1 можна зробити висновок, що до­
вільне автоматне відображення можна задавати за допомогою роз­
ділення множини о  (А)  всіх слів вхідного алфавіту на кінцеве чис­
ло подій, що попарно не перетинаються.

9.2. А лгебра подій

Для ефективного опису скінченних і деяких класів нескінчен­
них подій розглянемо алгебру подій.

Означення 9.2.1. А лгеброю  подій в  ал ф ав іт і називають мно­
жину всіх подій у цьому алфавіті, в якому задана система трьох 
операцій: двох бінарних, які називають д и з’ю нкцією  і добутком , і 
одної унарної, яку називають ітерацією .

Означення 9.2.2. Д и з’ю нкцією  подій К  і 5  називають подію Р,  
що позначають як Р  = Я  V 5  , яку утворюють теоретико-множин- 
ним об’єднанням подій Я  і 5і.

Означення 9.2.3. Д обутком подій Я  і 5  називають подію V, по- 
знавану як V  = Я-  5 ,  яка складається із всіх слів виду и = г ■ а, де 
и є  £/, г є  Л і « є  5 . Отже, слова події V  утворюються припи­
сом справа будь-якого слова події 5і до будь-якого слова події Я  , 
але не навпаки.

Означення 9.2.4. Ітерац ією  події Я  називають подію, яку по­

значають як {Я} , що є диз’юнкцією порожнього слова €, події Я, 
події Я ■ Я, події Я  -Я - Я  і т. д. до безмежності, тобто

{Л}* = €  V  Я Я у  Я Я Я  V . . .

Необхідно зазначити, що подія І,  яка утворена порожнім словом
І, складається із одного слова нульової довжини і відіграє допомі­
жну роль у теорії автоматів. Тому в подальшому не будемо вважати
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різними події та, які відрізняються одна від одної тільки порожнім 
словом І . Крім події і ,  будемо також розглядати порожню подію
0 ,  яка складається із порожньої множини букв вхідного алфавіту,
і тому є частиною будь-якої події.

Означення 9.2.5. Регулярним виразом в алфавіті А={аі, а2, . . . ,  ап} 
називають вираз, який знаходиться рекурсивно таким чином:

1. символи а,, а2, . . ап , £ і 0  є регулярними виразами;
2. якщо К і 5  є регулярні вирази, то таким є і вирази К і 5і, К • 5

3. ніякий інший вираз не є регулярним, якщо він не отриманий 
шляхом застосування скінченного числа правил 1 і 2.

Таким чином, регулярний вираз —  це формула в алгебрі подій, 
причому одна й та ж подія може бути по-різному виражена через 
одноелементні події і операції диз’юнкції, добутку й ітерації.

О значення 9.2.6. Регулярною  подією називають подію, яка має 
регулярний вираз. Інакше таку подію називають нерегулярною .

Приклад 9.2.1. Для алфавіту А = {а І,а2} і заданих подій К={аІ, а2аі }
*

та £  = { а2 а2, а1 } в алфавіті А  побудувати події К у 8, К- 8,  { К } .
Р озв’язання. Користуючись означеннями 9.2.2, 9.2.3 і 9.2.4, отри­

муємо відповідні події:

Приклад 9.2.2. Для алфавіту А = { а , , а2, а3 } побудувати чоти­
ри регулярні події.

Р о зв ’язання. Використовуючи означення 9.2.5 і 9.2.6, можна 
отримати такі чотири регулярні події із алфавіту А  = { ах, а2, а3 }.

1. Р  = { а, V а2 V а3 } . Таку регулярну подію називають універ­
сальною, тому що вона складається із усіх слів алфавіту А.

*
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2. К = (а, V а2 V а3) ■ (а, V а2 V  а3) • (а, V  а2 у  а3). Така регулярна по­
дія містить тільки три буквені слова алфавіту А.

3. 8  = { а, V а2 V а3} *• а, а2 а, • { а, V а2 V а3 }*. Ця регулярна по­
дія складається із усіх слів, в яких хоча б один раз зустрічається 
підрізок о, а2 а, алфавіту А.

4. Т  = { а, V  а2} * • (а, V аг) • (а2 V  а3) • а, ■ { а, } *. Дана регулярна 
подія складається із таких слів, початок яких є будь-яке слово із 
букв а, або а , , потім йде двохбуквене слово із а2 або а3, а закін­
чення має хоча б одну букву я , .

9.3. Закони  еквівален тн ого  перетворення 
регулярн и х  подій

Велике значення в алгебрі подій має встановлення законів екві- 
налентного перетворення регулярних виразів. При цьому ми обме­
жимося розглядом основних властивостей операцій < V , • , { } >, 
які випливають із їх визначень.

1. Закон и  ком утати вн ості
Р  V  К = Л V  Р ---Д Л Я  Д И З ’ Ю Н К Ц І Ї ,

Р ■ { Р } '  = { Р } *  ■ Р  —  для ітерації.
2. Закони  асоціативності

Р  V  (К V  8)  = (Р V  К)  V  5  ------Д Л Я  Д И З ’ Ю Н К Ц І Ї ,

Р -(К- 8)  = (Р ■ К)- 8  -----для добутку.
3. Закон и  дистрибутивності

Р ■ (К V £) = (Р ■ К) V (Р ■ 8)  —  для лівої дистрибутивності до­
бутку відносно диз’юнкції,

(Р V К)  • £  = (Р ■ 8)  V (Я ■ 8)  — для правої дистрибутивності 
добутку відносно диз’юнкції.

4. Закони  ідемпотентності
Р  V Р = Р  —  для диз’юнкції,

» » *
{{Р} } ~{Р)  — для ітерації.

5. Закон  розгортан н я ітерац ії
{Р}* = € V Р  • {Р}*.
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6. Д из’ю н кти вн е п огли н ан ня ітерац ії
{ Р } ' Ч Р = { Р } \

7. М ульти п л ікати вн е п огли н ан ня ітерац ії

{ Р } ' - { Р } '  = { Р } \

Для довільних регулярних подій Р, К  і 5  із множини о  (А)  ма­
ють місце такі співвідношення

? У 0  = 0 У ?  =  ? ,

Р  ■ 0  = 0  • р  = 0 ,

Р - ■ Р  = Р,

{ 0 } * = £ ,  { £ } * = £ •

Фігурні дужки із зірочкою { } * використовують для позначення 
ітерації і їх називають ітераційними дужками. Для визначення по­
рядку операцій в алгебрі подій вводяться звичайні дужки. При від­
сутності звичайних дужок першим виконують ітерацію, потім до­
буток і в останню чергу диз’юнкцію.

Означення 9.3.1. Ц и к л іч н о ю  гли б и н ою  р егу л яр н о го  виразу
називають максимальне число вкладених один в одного пар ітера- 
ційних дужок.

Означення 9.3.2. Ц и клічн ою  глибиною  регулярн о ї події нази­
вають мінімальну циклічну глибину регулярних виразів, що пред­
ставляють його.

Приклад 9.3.1. Для регулярного виразу {а, {а2 {а ,} * а ,} V  а3} * V а2

знайти його циклічну глибину.
Р о зв’язання. Із означення 9.3.1 випливає, що циклічна глибина 

цього регулярного виразу дорівнює 3.

Приклад 9.3.2. Для регулярної події ( { а2 } * • { ах а3} * ) -а 2 V 

V{ а, ■ а 2} * знайти її циклічну глибину.

Р о зв’язання  Із означення 9.3.2 випливає, що циклічна глибина 
даної регулярної події дорівнює 1.
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9.4. Задання регулярних подій графами

О значення 9.4.1. Будь-який регулярний вираз (подію) можливо 
представити у вигляді графа. Зображення елементарних регулярних

Як правило, верш инам графа приписую ть номери із множини 
N  = {1, 2, 3 , . . . ,  п }. У кожному графі регулярного виразу фіксують 
вершину, яка є початком (звичайно, це номер один) і вершини (од­
на або декілька), які служать кінцем. Однак у графах регулярних 
виразів можливі випадки утворення хибних шляхів, які відповіда­
ють вхідним словам, що не належать початковим регулярним вира­
зам. Тому, щоб для унеможливити це, розглянемо твердження про 
повноту системи зв’язків, які ліквідують хибні шляхи в графах ре­
гулярних виразів за допомогою введення порожніх стрілок.

Т ака система правил, яка визначає типи регулярних виразів, 
графи яких повинні мати порожні стрілки, має такий зміст.

Правило 1. Порожні стрілки на графі регулярного ви­
разу 5і вводяться у випадку добутку двох або більше ітерацій

де N  = { 1 , 2  , ,  п } , а  К, —  довільний регулярний вираз.
Графічна інтерпретація правила для N  = {1, 2 ,3 } приведена на 

рис. 9.4.1.

виразів диз’ю нкції а! V а] , добутку аі -ар  та ітерації { а ,} *  у ви­
гляді графів приведені відповідно на рис. 9.4.1.

б)
Рис. 9.4.1

Рис. 9.4.1
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П р ави л о  2. Порожні стрілки на графі регулярного ви­
разу 5, які розпочинаються і закінчуються ітераційними 
дужками, вводять в таких випадках:

а) 5 =  {{/>}*■ Я )  ,

б) 5 =  { Я -  { N } *  }*,

в ) 5 =  Я ■ { М } * } \
де Р, Я, N  —  будь-які регулярні вирази.

Графічна інтерпретація цього правила приведена на рис. 9.4.2.

Р  N

К Р

о о

а)

К N

б)

Рис. 9.4.2

П рави ло  3. Порожні стрілки на графі регулярного ви­
разу 5і вводять у випадку д и з’юнкції, якщо хоча б один 
із д и з’юнктивних членів розпочинається з ітерації

де —  регулярний вираз, який не має ітераційних дужок.
Графічна інтерпретація правила 3 приведена на рис. 9.4.3.
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П рави ло  4. Порожні стрілки на графі регулярного ви­
разу 5і в в о д я т ь  при добутку зліва на диз’юнкцію, якщо хо­
ча б один із диз’юнктивних членів закінчується ітерацією

5  = (Є -

Графічна інтерпретація правила 4 приведена на рис. 9.4.4.

Р

Рис. 9.4.4

Твердж ення 9.4.1. Система правил 1 ...4  введення по­
рожніх стрілок для унем ож ливлення хибних ш ляхів у 
графах регулярних виразів є повною.

Доведення. Будь-який регулярний вираз в алгебрі подій утво­
рюється в результаті застосування скінченного числа операцій 
диз’юнкції, добутку й ітерації. Єдина операція ітерації як при од­
нократному, так і багатократному застосуванні не веде до появи 
порожніх стрілок у графі регулярного виразу. Такі стрілки в графі 
появляються лише тоді, коли в регулярному виразі є поєднання та­
ких операцій: (•  , { } * ) ,  (V , { } * ) , ( • ,  V , { } *).

Розглянемо регулярні вирази, отримані застосуванням усіх 
трьох операцій. Позначимо регулярні вирази у базисі (  ■ , V )  через

Р, у базисі (•  , { } *) —  через у базисі ( V , { } *) —  через К, а

у базисі (■ , V , { } *) —  через V.
Із базисів випливає, що ітерація над Р  не потребує викорис­

тання порожньої стрілки. Застосування ітерації до К, V  приво­
дить до появи таких стрілок. Ці випадки описуються правилом 2.
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Розглядаючи попарно диз’ю нкції всіх регулярних виразів, мож­
на побачити, що Р  V Р  не потребує використання порожніх стрі­
лок. Всі інші випадки описуються правилом 3.

Розберемо тепер усі можливі попарні добутки із Р, К , <2 і V . 
Зрозуміло, що Р ■ Р, Р  • К, Р  • (), Р  -V  і () Р  не потребують ви­
користання порожніх стрілок. Введення їх у графах, які реалізують 
добутки 6 'Я  і 0,'У* описуються правилом 1. Добутки К Р,
V  ■ Р  описуються правилом 4, а К  • £>, К ■ К, К У ,  V • (), V ■ К  і 
У -У  —  правилами 1 і 4.

Таким чином, розглянуті всі можливі види регулярних виразів

та показано, що поєднання операції <  • , V , { } > ,  які приво­
дять до появи порожніх стрілок у графах регулярних виразів, по­
вністю описуються правилами 1 ...4 , що і потрібно було довести.

Приклад 9.4.1. Виконати графічне зображення події, яка задана 
регулярним виразом

Р о зв ’язання. Використовуючи означення 9.4.1, а також правило
1 до заданого регулярного виразу, будуємо графічне зображення 
події, рис. 9.4.5.

Приклад 9.4.2. Виконати графічне зображення події, яка задана 
регулярним виразом

Р о зв ’язання. Використовуючи означення 9.4.1, а також правило
2 до заданого регулярного виразу будуємо графічне зображення 
події, рис. 9.4.6.

*

Л = {а, а2 }*- { а 3} *• {а, у й 3 } ‘ .

Рис. 9.4.5
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Рис. 9.4.6

Приклад 9.4.3. Виконати графічне зображення події, яка задана 
регулярним виразом

К = а, а3 • { а2 а, } \ а 4 { а, } *а2 V  { а 3}  '.

Р о зв’язання. Використовуючи означення 9.4.1, а також правило
З до заданого регулярного виразу, будуємо графічне зображення 
події, рис. 9.4.7.

Приклад 9.4.4. Виконати графічне зображення події, яка задана 
регулярним виразом

К = (а 1 а2 ■ { а3} ' V { а2 } * V а, V а2) • ау
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Р о зв’язання. Використовуючи означення 9.4.1, а також правило
4 до заданого регулярного виразу, будуємо графічне зображення 
події, рис. 9.4.8.

9.5. С интез авто м атів  за граф ам и  регулярних подій

З точки зору практичного застосування найбільше значення 
мають алгоритми абстрактного синтезу автоматів із застосуванням 
таблиць переходів за графами регулярних виразів. Кроки подібного 
алгоритму мають такий зміст.

1. Перед побудовою графа перетворю ю ть кожний регулярний 
вираз шляхом виносу спільних множників вправо за дужку 
об’єднують їх знаком диз’юнкції.

2. Використовуючи правила 1 ...4  (§ 9.4), будують граф за регу­
лярним виразом, отриманим на кроці один алгоритму.

3. Приписують вершинам графа індекси із множини Л={ ІД  3, . . . ,п }
4. Будують таблицю переходів автомата. Стрічки таблиці від­

повідають різним буквам а, вхідного алфавіту, який є в регулярно­
му виразі К. Перший стовпчик таблиці позначають символом «І» 
початкової вершини графа і із неї розпочинають побудову таблиця 
переходів автомата. До клітинки таблиці, яка розміщена на пересі 
ченні <7у. стовпчика і аі стрічки, записують диз’юнкцію індексів

тих вершин графа, в які входять стрілки з буквами аі , що виходять 
із будь-якої вершини, індекси якої включені в множину індексів

188



станів Я] . На початку побудови таблиці в стан входить один ін­

декс початкової вершини. Якщо таких стрілок нема, то в клітинку 
записують « -» , що означає порожній стан автомата. Після запов­
нення клітинок стовпчика таблиці склад кожної клітинки, якщо він 
повністю не збігається зі складом станів, що відмічають стовпчики, 
виписую ть як новий відмічений стан. П роцес побудови таблиці 
переходів уважають закінченим, якщо весь вміст кожної клітинки 
таблиці виписаний як відмічений стан. Якщо вершина графа має 
декілька індексів, то в клітинку таблиці переходів записують тільки 
крайній справа індекс.

5. Стан відмічаю ть вихідним сигналом у .,  який відповідає

даній кінцевій вершині графа. Якщо в множину індексів входять 
індекси д ек ількох  кінцевих верш ин, то такий  стан  в ідм ічаю ть 
диз’юнкцією вихідних сигналів.

6. Для отримання відміченої таблиці переходів автомата вико­
нують перекодування станів і вихідних букв.

Розглянемо роботу алгоритму на прикладах.

Приклад 9.5.1. Для події, заданої регулярним виразом

Я =  { а ,  V  а2 } * ( а ,  { а ,  } *■ { а3 } '  а2 V а, { а3 } * а2 у й 3 { о , }  * а 2 )

побудувати автомат М ура, представляю щ ий цю подію  вихідною 
буквою у.

Р о зв ’язання. Використовуючи перший крок алгоритму, вино­
симо спільні множники за дужки, в результаті чого отримаємо ре­
гулярний вираз у такому вигляді:

Я = { ах V а2 } *■ (а, {а, } * V а, V а3) ■ { а3} *а2.

Користуючись другим кроком алгоритму, будуємо граф регуля­
рного виразу Я, який приведений на рис. 9 .5 .1.

Згідно з третім кроком алгоритму, приписуємо номери верши­
нам графа. Початкову вершину графа позначимо першим номером, 
а кінцеву —  четвертим. Користуючись четвертим кроком алгорит­
му, будуємо відмічену таблицю переходів, табл. 9.5.1.
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Рис. 9.5.1

Таблиця 9.5.1

У* — — — У У

аі N . 1 1 V 2 V З 3 I V  А 4

а\ 1 V 2 V З 1 V 2 V З — 1 V 2 V З —

а2 1 1 У 4 4 1 —

аз 3 3 3 3 —

Користуючись п ’ятим кроком алгоритму, робимо перекодуван­
ня станів: І —»#,; 1 V 2 V З -» д 2; 3 —»<73; I V 4 —>д4; 4 —>д5 і отри­
маємо відмічену таблицю переходів автомата Мура, табл. 9.5.2.

Таблиця 9.5.2

Ук — — — У У

Чі
а‘ X , Ч\ Чг Чз Чі Чі

Чг Чі — Чг —

аг Чх 44 Чь Чх —

а3 Чг Чг Чі Чі —

Граф автомата Мура, побудований на відміченій таблиці пере­
ходів, буде мати вигляд, приведений на рис. 9.5.2.
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Рис. 9.5.2

Приклад 9.5.2. Для події, заданої регулярним виразом

Я = { а , } ’• (а3 ■ { а, V а2 } * V (а, V а2)) ■ { а3} *,

иобудувати автомат Мура, що представляє цю подію вихідними 
буквами у ї г у 2, у 3.

Розв ’язання. Так як спільних множників у регулярному виразу 
немає, то, згідно із розглядуваним алгоритмом, переходимо до дру­
гого кроку, на якому будуємо граф регулярного виразу К, який 
приведений на рис. 9.5.3.

Користую чись третім кроком алгоритму, приписуємо номери 
ііершинам графа. Початкову вершину графа позначаємо першим 
номером, а кінцеву —  третім.

Згідно із четвертим кроком алгоритму за графом, рис. 9.5.3, бу­
дуємо відмічену таблицю переходів, табл. 9.5.3.
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Таблиця 9.5.3

Ук — Уі Уі Уз

1 1 у З 3 2\ /  3 2

аІ 1 у З IV 3 — 2 2

а2 3 3 — 2 2

аз 2 V З 2 V  3 3 3 3

Використовуючи п ’ятий крок алгоритму, виконуємо перекоду­
вання станів: 1 —» д ,; 1V 3 —> #2; 3 —» <?3; 2 V 3 —> ; 2 —» і отри­
маємо відмічену таблицю переходів автомата Мура, табл. 9.5.4.

Таблиця 9.5.4

Ук — — Уі у2 Уз

Ч\ Чг Чз 4а Чз

а1 Ч2 42 — Чі Чі

°2 Чг Чз — Чі Чі

аз Чл 44 Чз Чз Чз

Граф автомата Мура, побудований на відміченій таблиці пере­
ходів, буде мати вигляд, приведений на рис. 9.5.4.
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Приклад 9.5.3. Необхідно синтезувати автомат, що моделює 
вироблення умовного рефлексу із забуванням. Вхідний алфавіт ав­
томата позначимо через А = { о,, а2, а3 }, де а, —  наявність умов­

ного подразника та відсутність безумовного, а2 —  наявність безу­
мовного подразника і відсутність умовного, а3 —  одночасна 
подача умовного та безумовного подразника. Вихідний алфавіт ав­
томата складається із двох букв V = {>',, у 2 }.

Автомат виробляє умовний рефлекс після певного стану на- 
ичання і реагує вихідною буквою у 2 на дію умовного подразника 

<7, так само, як і на дію безумовного а2 або спільну дію обох по­
дразників а3. В решті випадків на виході автомата з ’являється бук­
ва у }. Етап навчання полягає в одночасній д ії умовного і безумов­
ного подразників. Таких збігів за час навчання автомата повинно 
бути не менше п.

Якщо в процесі навчання між двома послідовностями збігу по­
дразників відбулося більше к збігів, то процес навчання порушу­
ється і його необхідно розпочинати заново. Якщо після вироблення 
автоматом умовного рефлексу відбудеться більше чим т послідо­
вних збігів дій умовного та безумовного подразника, то рефлекс 
збувається.

Позначимо, що умовний рефлекс із забуванням виробляється 
при таких параметрах: к < 1, п > 2, т >2.

Переходячи від описової форми алгоритму роботи автомата до 
задання алгоритму на мові регулярних виразів, отримаємо

* *
К =  { а , V а2 V а3 } [ ( а 2 V а3) V а3 ( а ,  V а2) а3 V  а3)- { а 3 }

{(а, V а2) ■ а3 }*■ ((а, V а2) V (<у, V а2 )  • (а, V а2) ) ] .

Р о зв ’язання. Використовуючи другий крок алгоритму будуємо 
граф регулярного виразу К, рис. 9.5.5.

Згідно із третім кроком алгоритму, приписуємо номери верши­
нам графа. Початкову вершину графа позначимо першим номером, 
а кінцеву —  восьмим.

За графом, рис. 9.5.5, будуємо відмічену таблицю переходів,
і абл. 9.5.5. і табл. 9.5.6.
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Рис. 9.5.5

Таблиця 9.5.5

Таблиця 9.5.6

Уі Ух Уг У2 У2

1 V 3  V  8 1 V  2  V  4  V  8 1 V  3  V  6  V  7 у  8 1 V  I V  4 у  5 у  8

«1 1 1 у З у 6 у 7 у 8 I V  8 I V  3 V  6 V  7 у  8

а 2 I V  8 1 V З V 6 V 7 V 8 1 V 8 1 V  3  V  6 ч  I V  8

° з 1 V  2 у  4 V  8 1 V  2  V  4  V 8 1 у 2 у 4 у 5 у 8 1 V  2  V  4  V  8
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Використовуючи п ’ятий крок алгоритму, виконуємо перекоду­
вання станів: 1 — ^ 8 —»<72; 1 у 2 у 8 —>^3; ^ 3 — 1VЗV8 —»#5;
1V 2 V 4 V8 —̂ ^ ; 1 V З V 6 V 7 V 8 — 1 V 2 V 4 V 5 V 8 —»<78; і отри­
маємо відмічену таблицю переходів автомата Мура, табл. 9.5.7.

Таблиця 9.5.7

Уі Уі Уг У2 Уі Уг Уг Уг Уг

Чі Яі Яз Чі Чі Чь Чі 4%

<*1 Чі Чі Чі Чі Чі Чп Чг Чі

а 2 Я2 Яг Яі Чг Чг Чі Чг Чі

<Н Яг Яг Яб Ч6 Чь Яі Чі Чб

Граф автомата М ура, побудований за відміченою таблицею пе­
реходів, буде мати вигляд, приведений на рис. 9.5.6.
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Контрольні запитання

1. Що називають подією в алфавіті Л?
2. Що називають відображенням в автоматі?
3. Яке відображення називають частковим?
4. Яку подію називають канонічною множиною подій в автоматі?
5. Чому еквівалентно задання канонічної множини подій в автоматі?
6. За допомогою чого можна задавати довільне автоматичне відобра­

ження?
7. Що називають алгеброю подій в алфавіті А?
8. Що називають диз’юнкцією подій Т і 0?
9. Щ о  н а зи в а ю т ь  д о б у т к о м  п о д ій  Т і <2?

10. Що називають ітерацією події 77
11. Що таке подія І  і яким словом вона утворюється?
12. Що називають регулярним виразом в алфавіті А?
13. Що таке регулярна і нерегулярна подія, як їх розпізнати?
14. Що необхідно розуміти під еквівалентним перетворенням регуля­

рних подій?
15. Сформулюйте закони комутативності для диз’юнкції й ітерації.
16. Сформулюйте закони асоціативності для диз’юнкції і добутку.
17. Сформулюйте закони ідемпотентності для диз’юнкції та ітерації.
18. Сформулюйте закони для лівої і правої дистрибутивності добутку 

відносно диз’юнкції.
19. В чому суть закону розгортання ітерації?
20. В чому суть закону диз’юнктивного і мультиплікативного погли­

нання ітерації?
21. Який порядок операцій діє в алгебрі подій?
22. Що називають циклічною глибиною регулярного виразу?
23. Що називають циклічною глибиною регулярної події?
24. Які регулярні події можуть бути зображені графом ?
25. Яка вершина графа регулярної події може бути початковою, а яка 

кінцевою?
26. Які правила застосовують для унеможливлення хибних шляхів у 

графах, які відображають регулярні події ?
27. Які типи стрілок застосовують у графах регулярних подій, викори­

стовуючи повну систему зв’язків ?
28. Назвіть кроки алгоритму синтезу автоматів за графами регулярних 

подій.
29. Яка різниця між таблицею переходів і відміченою таблицею пере­

ходів автомата Мура?
30. Що необхідно зробити в регулярному виразі перед побудовою ав­

томата Мура?
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31. Скільки станів графа автомата Мура можна відмічати вихідними 
буквами (сигналами)?

32. Для чого потрібно робити перекодування станів графа регулярних 
подій?

Задачі для самостійного розв ’язування

1 . Д л я  а л ф а в і т у  А = { а х, а2 } і з а д а н и х  п о д ій  Я =  { а , а , , а2 } ,

5 = {ах, а2 а2} в  н ь о м у  п о б у д у в а т и  п о д і ї  { Я } \  Я -8  і Я у  8  .

2 . Д л я  а л ф а в і т у  А -  { ах, а2, а ,  } і з а д а н и х  п о д ій  Я  =  { а , ,  а 3 } і 

£  =  { а ,  а 2 , а 2 а3 } в  н ь о м у  п о б у д у в а т и  п о д і ї  Я \ /  8 ,  Я - 8  і { / ? } * .

3 . Д л я  а л ф а в іт у  А~ { а х, а2} п о б у д у в а т и  ч о т и р и  р е г у л я р н і  п о д і ї  

в н ь о м у .

4 . Д л я  а л ф а в іт у  А = { а х, а2, а3} п о б у д у в а т и  с ім  р е г у л я р н и х  п о ­

д ій  у  н ь о м у .

5 . Д л я  р е г у л я р н и х  в и р а з ів :
* * *

а )  { ах V  { ах } • { а , { а2 } а 3 } • а2 ;

б )  { а , } ' а2 { а 2 } ' а3 { ах} *}  ’ ;

в )  { { ах V а2 } * а , { а , V а2 } *}  ’ 

з н а й т и  їх  ц и к л іч н у  г л и б и н у .
* * ♦  ̂ #

6 і. Д л я  р е г у л я р н о ї  п о д і ї  ({  я , } ! <7, а, } )  • { а ,  } V { а2 } V  { а 3 } 

з н а й т и  ї ї  ц и к л і ч н у  г л и б и н у .

7 . В и к о н а т и  г р а ф іч н е  з о б р а ж е н н я  п о д ій ,  я к і  з а д а н і  т а к и м и  р е г у ­

л я р н и м и  в и р а з а м и :

а )  К = { ах V  а2 V а3 } * • { а2 } \ а х а2 ■ { а2 } *;

б) К = { (а, V а 2) • а 3} *• а, а 2 V <з3 V { а 2 } *;

в) /? = {ах V а2} * • (а3 ■ {а4 а5} ' V (а, V а2)) • {а} } *;

г )  Я  =  { а , } *• а 2 • { а 3 } а , • { а 3 V } * • а 3 ;

д )  =  { а ,  V а 2 V а3 } *• а 3 • { а , V а2 } ’ V а 3 • { а 3 а 4 } *;

є )  і?  =  { ах а2 а3 } ‘ • ах V  а3 ■ { а2 ■ ах} * V ( а ,  V а 3)  • { а3 } .
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8. Для подій, заданих регулярними виразами:

а )  К  = а, • { а2 а3 а , } * V { а : а 2 а 3 } * V а, а 2 { а 3} *;

б) К =  а2 а3 { а2 а , } \ а 3 { а, } '  V { аг3} *;

в) К=а1а2 {а 3У а2} \ а 3 { а, у а 2 V а3} *а2 V (аI V а2) • { а2а3

г) Л = { а 1а 2а3} * -а1у а 3{ а 2а , } ^ ( а ^ а 3) -  { а3}*;

д) і? = { а, у о 2 V а 3 } *• а 3 • { а, У а 2 } *уа3 • { а3 а4 },
побудувати автомати Мура з вихідними буквами: у ,, у 2 для варіанта

а); У\,Уг,Уз ДО» варіанта б); у„  у 2, У3, у 4 для варіанта в); у„  у 2, у 3
для варіанта г) і у : у 2 у 3 у 4 для варіанта д).

В заданому розділі основні визначення і алгебра подій узяті з [20], 
закони еквівалентного перетворення регулярних подій з [2, 20], а 
синтез автоматів за графами регулярних подій випливає [9, 11].
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ЛОГІКА ПОБУДОВИ  
КОМБІНАЦІЙНИХ СХЕМ

Розділ 10

10.1. Л огічн і елем енти елем ентарних  
булевих ф ункцій

Булеві функції від одного або двох аргументів називають еле­
м ен тар н и м и . Елементарні булеві функції, їх означення, позна­
чення і властивості приведені в § 2.1, § 2.3 і § 2.6. Схему, яка 
реалізує елементарну логічну операцію, називають елементом.

Н айменування й умовні позначення основних логічних еле­
ментів, згідно із нормативно-технічною документацією, наведені в 
табл. 10.1.1

Таблиця 10.1.1

Найменування
операції

Найменування
елемента Умовне графічне позначення

І 2 3

Заперечення «НІ»
X 1 X

Хі.
&

Кон’юнкція «/»
' Х2

Хі

Хі 1
Диз’юнкція «АБО»

Заперечення 
кон’юнкції 

(функція Шеффера)

Л
«І-НІ»

хх-хг
х2
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Закінчення табл. 10.1.1

1 2 3

Заперечення 
диз’юнкції 

(стрілка Пірса)

1
«А БО-НІ»

Хг V  Х2
*2

= 1 * 1 ® х 2
Нерівнозначність «Виключаюче

АБО» *2

*1 -1
Еквівалентність «Еквівалентність»

Х1 ® х 2
*2

1
Імплікація «Якщо, то»

х і  ̂хг

*  П П
Заборона «Заборона»

хг * х2
*2

Наведені в табл. 10.1.1 логічні елементи є базовими при побу­
дові різноманітних схем комп’ютерної логіки. Для побудови логіч­
них елементів, представлених у табл. 10.1.1, використовують різ­
номанітні системи елементів, розгляд яких виходить за межі даного 
навчального посібника.

Логічні елементи наведені в табл. 10.1.1 працюють наступним 
чином. Якщо на вхід елемента «НІ» подати логічний сигнал х = 1, 
то на його виході буде логічний сигнал «0» і навпаки. При подачі 
на логічний елемент «/» сигналів х, = 1 і х2 = 1 на його виході буде 
сигнал х, -х2 = 1, а у всіх інших випадках -  сигнал «0». Виконання 
операції д из’юнкції на елементі «А БО » відбувається так. При пода­
чі сигналів х, = 1, х2 = 0 ,  або х, = 0 , х2 = 1, або х, = 1, х2 = 1 на йо­
го виході буде сигнал хх V х2 = 1, тобто на виході елемента «АБО» в 
єдиному випадку буде сигнал «0», якщо на його входах х, і х2 буде 
одночасно присутнім сигнал «0».
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При подачі на вхід елемента «І-Н І» сигналів х, = 1 і х2 = 1 на

його виході буде сигнал х, ■ х2 = 0, а у всіх інших випадках —  сиг­
нал «1». Елемент «І-НІ» реалізує функцію Ш еффера. Він широко 
застосовується при побудові інтегральних мікросхем.

Елемент «АБО -Н І» працює наступним чином. При подачі на 
нього хоча б одного сигнала «1» на його виході буде сигнал
х, V х2 = 0. Сигнал « 1»  на виході елемента «АБО-НІ» буде в єдино­

му випадку, коли на його входах х, і х2 одночасно присутній сиг­
нал «0». Даний елемент реалізує функцію «ст рілка Пірса».

Елемент «Виключаюче А Б О » виконує функцію нерівнозначнос-
іі і працює наступним чином. На виході даного елемента виникає 
сигнал «1» тільки тоді, коли хоча б на одному вході х, або х2 є си­
гнал «1». У всіх інших випадках на виході елемента «Виключаюче 
АБО» присутній сигнал «0».

Елемент «Еквівалентність» є елементом заперечення «Виклю­
чаючого А Б О » і на його виході з ’являється сигнал «1» тоді, коли на 
його входах х, та х2 одночасно присутні сигнали «0» або «1». У 
нсіх інших випадках на його виході присутній сигнал «0».

Елемент «Якщо, то» реалізує логічну функцію імплікації і пра­
цює наступним чином. На виході даного елемента сигнал буде від­
сутній тільки в єдиному випадку, коли на його вході х, отримують 
сигнал «1», а на вході х2 —  сигнал «0». У всіх інших випадках еле­
мент «Якщо, то» видає сигнал «1».

Елемент «Заборона» працює наступним чином. Якщо на вході 
даного елемента х, присутній сигнал «1», то незалежно від значен­
ня сигналу на вході х2, на його виході завжди буде присутній сиг­
нал «0». Тобто, вхід х, елемента «Заборона» є дозволяючим або 
забороняючим залежно від значення сигналу на даному вході.

Розглянуті логічні елементи широко застосовуються для побу­
дови логічних комбінаційних схем у комп’ютерах, таких, як деш и­
фратори, шифратори, мультиплексори, демультиплексори, сумато­
ри та компаратори.

10.2. Л о гіка  побудови деш и ф ратор ів  т а  ш и ф ратор ів

О значення 10.2.1. Д еш иф ратором  називають функціональний 
пристрій комп’ютера, призначений для перетворення кожної ком­
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бінації вхідного двійкового коду в управляючий сигнал тільки на 
одному із своїх виходів.

Функціонування повного дешифратора описується такою сис­
темою логічних функцій

/ о = * П - * Л~ Г - - * 2 - * Р  

/ і  =

/ « - ( 1 0 . 2 . 1 )

х,, х2, ..., хп —  вхідні двійкові змінні дешифратора;
/ 0, / | , ..., / т_, —  вихідні логічні функції дешифратора;

Вихід дешифратора, на якому з ’являється управляючий сигнал, 
називають активним. Якщо значення сигналу на активному виході 
дорівнює «1», то на всіх інших пасивних виходах дешифратора си­
гнали дорівнюють «0».

Активний вихід дешифратора в інтегральному виконанні часто 
відображається значенням логічного «0», а на решті пасивних ви­
ходах він дорівнює «1». Тоді функціонування повного дешифрато­
ра з інверсними виходами описується такою системою логічних 
функцій:

Ф о = * л ^ л-і Ч . . . У Х 2 У Х и

Ф.=*Л **п-1 V...VX2VXI,

Ф т - 1 = * Л V * , . !  У . . . У Х 2 V * , ,

Де /о> / г  ■■■> / т - і  —  вихідні логічні функції дешифратора.
Для побудови дешифратора використовують такі кроки. На 

першому кроці із системи логічних функцій 10.2.1 або 10.2.2 оби­
рають функції, які необхідно використати для проектування зада­
ного дешифратора. На другому кроці за вибраними рівняннями в 
необхідній елементній базі будують потрібний дешифратор. Так, 
наприклад, необхідно побудувати дешифратор із чотирма активни­
ми вихідними сигналами «1» і дешифратор з чотирма активними 
вихідним сигналами «0». Для цього на першому кроці їх побудови 
складають рівняння їх роботи, які мають такий вигляд відповідно

/ 0 = х 2 -х1; / 1 = Зс2 - х , ; / 2 = х2 - х , ; / 3 = х2 -х,. (10.2.3)
ф 0 = х2 V х ,; ф ,  = х2 V х ,; ф 2 = х2 V х ,; ф 3 = х2 V х ,. (10.2.4)
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Н а другому кроці для побудови дешифраторів використовуємо 
логічні елементи, які наведені в табл. 10.1.1. Схеми дешифраторів, 
побудовані за логічними рівняннями 10.2.3 і 10.2.4, відповідно, 
приведені на рис. 10.2.1а і рис. 10.2.16.

а) б)

Рис. 10.2.1

На рис. 10.2.1а приведена схема дешифратора з активним вихі­
дним сигналом «1», а на рис. 10.2.16 —  з активним вихідним сиг­
налом «0». Дані дешифратори є лінійними. Логіка їх роботи на два 
входи х, і х 2 , чотири прямих виходи ( / 0, / х, / 2, / з )  і чотири інвер­

сних Ьиходи (ф0, фр <р2, ф3) приведена в табл. 10.2.1 і табл. 10.2.2 
відповідно.

Таблиця 10.2.1 Таблиця 10.2.2

*2 *| Фо Фі <р2 Фз

0 0 0 1 1 1

0 1 1 0 1 1

1 0 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0

хг /о Я А /з

0 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

1 1 0 0 0 1

Як видно із табл. 10.2.1 і табл. 10.2.2, логіка функціонування 
дешифраторів відповідає рівнянням 10.2.3 і 10.2.4, за якими буду­
вались дані дешифратори.
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Умовно графічне позначення дешифратора на електричних схе­
мах приведено на рис. 10.2.2.

Х2 [Хі

/ ° ° \
/о

ОС 0

1 1

2 2

3

Го_

и_
їг_

/ з

ОС

а) б)

Рис. 10.2.2

в)

Н арис. 10.2.2а приведено функціональне позначення дешифра­
тора на схемах, а на рис. 10.2.26 і рис. 10.2.2в —  на принципових 
схемах. Логічну функцію  деш иф ратора позначаю ть буквами £)С 
(сіесосіег). Мітки лівого додаткового поля в умовному позначенні 
деш иф ратора на принципових схемах відтворю ю ть вагу вхідних 
двійкових змінних, а мітки правого додаткового поля відповідають 
десятковим еквівалентам вхідних комбінацій двійкових змінних.

Дешифратори у комп’ютерах використовують для виконання 
наступних операцій:

а) деш иф рації коду операції, записаного до регістра команд 
процесора, що забезпечує вибір необхідної мікропрограми;

б) перетворення коду адреса операнда команди в управляю чі 
сигнали вибору заданої комірки пам’яті в процесі запису або чи­
тання інформації;

в) забезпечення візуалізації на зовнішніх пристроях;
г) реалізації логічних операцій, побудови мультиплексорів і де- 

мультиплексорів.

О значення 10.2.2. Ш иф ратором  називають функціональний 
пристрій ком п’ютера, призначений для перетворення вхідного т- 
розрядного унітарного позиційного коду у вихідний гс-розрядний 
двійковий позиційний код.

Двійкові шифратори виконують функцію, обернену функції 
дешифратора. При активізації одного із входів шифратора на його 
виходах формується код, який відображає номер активного входу. 
Повний двійковий шифратор має т = 2" входів і п виходів.
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Для побудови шифраторів використовують три кроки. На пе- 
іпому кроці за допомогою таблиці функціонування описують робо­
ту необхідного шифратора. На другому кроці, користуючись таб­
лицею, знаходять логічні рівняння роботи шифратора, за якими на 
третьому кроці будують сам шифратор, вибравши необхідну еле­
ментну базу.

Так, наприклад, необхідно побудувати двійковий шифратор з 
т = 8 і п = 3. Тоді, виконуючи крок перший, будуємо таблицю фун­
кціонування такого шифратора, яка для т = 8 і п  = 3 наведена в 
табл. 10.2.3.

Таблиця 10.2.3

Вхід
Вихід

Вхід
Вихід

*3 *і *2 X,

Фо 0 0 0 Ф4 1 0 0

Фі 0 0 1 Ф5 1 0 1

ф2 0 1 0 Фб 1 1 0

Фз 0 1 1 Ф7 1 1 1

На другому кроці, користую чись таблицею  функціонування 
шифратора, знаходимо логічні рівняння його роботи:

X, =<р, V ф з  У ф 3 У ф 7; Х2 — ф 2 V фз V  ф б V ф 7 ;

*3 =Ф 4 V ф5 У ф 6 У ф 7. (10.2.5)

Для реалізації рівнянь 10.2.5 на елементній базі «/-Я /», яка ши­
роко застосовується в периферійних пристроях комп’ютерів, пере­
творюємо їх за законами алгебри логіки до виду:

Х1 =  Фі V  Фз V  ф 5 V ф 7 ; х 2 =  ф 2 V Фз V ф 6 V ф 7;

л3 = ф 4 У ф 5 У ф 6 У ф 7. (1 0 .2 .6 )

На третьому кроці, використовую чи рівняння 10.2.6, будуємо 
сам шифратор, наведений на рис. 10.2.3
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х г
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Рис. 10.2.3

Умовно графічне позначення шифраторів на схемах наведені на 
рис. 10.2.4.

/з /* л /о

\ Е 7

Х 2 ж,

а)

Го

Л

Рис. 10.2.4

0 СО
1 1

2 2

3

б)

*2

Н а рис. 10.2.4а приведено функціональне позначення шифрато­
ра, а на рис. 10.2.46 —  принципіальне. Логічну функцію шифрато­
ра позначають буквами С Д  (сосіег). Входи шифратора нумерують 
цифрами (0, 1 ,2 , ..., т -  1), а мітки виходів відтворюють вагу вихі­
дних двійкових змінних (1, 2 ,4 , ..., 2 " " 1).

В ком п’ютерах шифратори використовують для виконання на­
ступних функцій:

а) перетворення унітарного вхідного коду у вихідний двійковий 
позиціонний код;
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б) вводу десяткових даних з клавіатури комп’ютера;
в) показу старшої одиниці в слові;
г) передачі інформації між різними пристроями при обмеженні 

на кількість ліній зв ’язку .

10.3. Л о гіка  побудови м ультип лексор ів  
та  д ем ультип лексор ів

О значення 10.3.1. М ульти п лексором  називають функціональ­
ний пристрій комп’ютера, призначений для послідовної комутації 
інформації від одного із п входів на його спільний вихід.

Входи мультиплексора поділяють на інформаційні та керуючі 
(адресні). Конкретний вхід мультиплексора, що підключаєьться до 
його виходу, визначається адресним кодом А 0, А \, ..., А „- ь Зв’язок 
між числом інформаційних п і адресних т входів визначаються із 
співвідношення п = 2т.

Для побудови мультиплексорів використовують три кроки. На 
першому кроці за допомогою таблиці функціонування описують 
логіку роботи мультиплексора. Н а другому кроці, користуючись 
таблицею  функціонування, визначаю ть вихідну функцію  роботи 
мультиплексора, за якою на третьому кроці, вибравш и елементну 
базу, будують необхідний мультиплексор.

Так, наприклад, необхідно побудувати мультиплексор, який має 
чотири входи. Тоді, згідно із першим кроком побудови, користую­
чись логікою роботи мультиплексора, будуємо таблицю його фун­
кціонування, табл. 10.3.1.

Таблиця 10.3.1

А , А о Г о Г і ? 2 Р г в

0 0 1 0 0 0 р . - ч

0 1 0 1 0 0 Р \- * \

1 0 0 0 1 0 Р 2 - х 2

1 1 0 0 0 1 Рі - х і

В таблиці прийняті такі позначення: А \ ,А 0 —  адресні входи му­
льтиплексора; Е 0, Р ь  Р 2 і Рг —  виходи внутрішнього дешифратора; 
х0, х {, х 2, х3 —  вхідна інформація мультиплексора; О  — спільний 
інформаційний вихід мультиплексора.
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Н а другому кроці, користую чись таблицею  функціонування 
мультиплексора, визначимо його вихідну функцію О

О  = Р0 -Х0 V  - Х { V р 2 -,ї2 V Р3 -х3. (10.3.1)

У формулі 10.3.1 використані виходи Р0...Р3 внутрішнього де­
шифратора мультиплексора. За табл. 10.3.1, формулою 10.3.1 мож­
на також записати його вихідну функцію О із застосуванням змін­
них адресного входу

Б  = АІ ■ А0 -х0 V Ах ■ ■х] V А, -Д, •х 2 V А, ■ А0 ■х3. (10.3.2)

На третьому кроці, використовую чи логічні рівняння 10.3.1 і 
10.3.2, будуємо необхідні мультиплексори на елементах «/», «НІ», 
«АБО», рис. 10.3.1.

а)

д е 0

1
1

2
2

3

•̂ 0
■̂1

б)

&

&

Хо

Х 2

О

Рис. 10.3.1
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Умовно графічне позначення мультиплексорів приведено на 
рис. 10.3.2.

А0 1*1

\ м их ^

х0

¥

0 МУХ
і

2

3
Ло
А1

а)

Рис. 10.3.2

б)

На рис. 10.3.2а приведено позначення мультиплексора на функ­
ціональних, а на рис. 10.3.26 —  принципових схемах. Функцію му­
льтиплексора позначають буквами М ІІХ  (тиіііріехог).

М ультиплексори в комп’ютерах використовують для виконання 
таких операцій:

а) комутації як окремих ліній, так і шин передачі інформації;
б) перетворення паралельного коду в послідовний;
в) реалізації логічних функцій.

О значення 10.3.2. Д ем ультиплексором  називають функціона­
льний пристрій комп’ютера, призначений для комутації сигналу з 
одного інформаційного входу О  на один із п інформаційних виходів.

Входи демультиплексора, як і в мультиплексорі, поділяють на 
інформаційні та керуючі. Номер виходу, на який у кожний момент 
часу передається значення вхідного сигналу, визначається адрес­
ним кодом Ло, Л і, .... Л „ - /. Адресні входи т та інформаційні виходи 
п пов’язані співвідношенням п = 2™.

Для побудови демультиплексорів використовують також три 
кроки. На першому кроці за допомогою таблиць функціонування 
описують логіку роботи демультиплексора. На другому, користую­
чись таблицею функціонування, визначають вихідні функції роботи 
демультиплексора, за яким на третьому кроці, вибравши елементну 
базу, будують необхідний демультиплексор.
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Так, наприклад, необхідно побудувати демультиплелексор, який 
має чотири входи. Тоді, згідно із першим кроком, користуючись 
логікою роботи демультиплексора, будуємо таблицю його функці­
онування, табл. 10.3.2.

Таблиця 10.3.2

а . Ао Р 1 Рг Рз ■*о X, Хг
0 0 1 0 0 0 РоО — -- —
0 1 0 1 0 0 — Р ,В — —
1 0 0 0 1 0 — — РгИ —
1 1 1 0 0 1 — — — РгО

В таблиці прийняті такі позначення: Р о, Р и  Р 2, Р з  —  виходи 
внутрішнього дешифратора; £> —  інформаційний вхід; ;с0, дгь х 2, 
х 3 —  інформаційні виходи демультиплексора.

Н а другом у кроці, користую чись таблицею  функціонування 
демультиплексора, визначимо його вихідні ф ункції*0, х ь х2, х 3:

х0 = Р0-О = А1-А0-О-,х]=Р1-О = А1-А0-О; 
х2 =Р2 - О  = А1-А0 -О\ х і =Р3 0  = Аг Аі)-0 .  (10.3.3)

На третьому кроці, на базі рівнянь 10.3.3 будуємо схеми де- 
мультиплексорів із внутрішнім дешифратором рис. 10.3.3а і з адрес­
ним входами змінних на трьохвходових елементах «І», рис. 10.3.36.

О

а) б)
Рис. 10.3.3
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Умовне графічне зображення демультиплексорів приведено на 
рис. 10.3.4.

-/Ч

А, ї .
РМХ ^

|*2 1*0

До 

А,

0
О ОМХ

1

л0 2

Аі 3

*0

*2

Хг

а) б)

Рис. 10.3.4

На рис. 10.3.4а приведено позначення демультиплексора на фу­
нкціональних, а на рис. 10.3.46 —  принципових схемах. Функцію 
демультиплексора позначають буквами БМХ(сІетиШрІехог).

Демультиплексор використовують для виконання таких операцій:
а) комутації як окремих ліній, так і шин передачі інформації в 

комп’ютерах;
б) перетворення послідовного коду в паралельний;
в) реалізації логічних функцій.

10.4. Л о г іка  побудови сум аторів

О значення 10.4.1. С ум атором  називають комбінаційний логіч­
ний пристрій ком п’ю тера, призначений для виконання операцій 
арифметичного додавання чисел, поданих у вигляді двійкових кодів.

О перація віднімання в суматорі зам іняється операцією  дода­
вання двійкових чисел у додатковому або оберненому коді, §1.3 і 
§1.4. Операція множення та ділення зводиться до багатократного 
додавання і зсуву. Тому суматор є важливою частиною арифметич­
но-логічного пристрою ком п’ютера. Функцію суматора позначають 
буквами 8 М  або £ .

Суматор складається з окремих схем, які називаються однороз- 
рядним и сум аторам и . Ці схеми виконують усі д ії із додавання 
значень однойменних розрядів двійкових чисел. Суматори класи­
фікують за такими ознаками:

а) способу додавання —  паралельні, послідовні, паралельно- 
послідовні;
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б) числу входів —  напівсуматори, однорозрядні і багаторозря- 
дні суматори;

в) організації переносу зберігання результату додавання —  
комбінаційні, накопичувальні, комбіновані;

г) організації переносу між розрядами —  з послідовним, пара­
лельним або комбінованим переносом;

д) способу представлення від’ємних чисел —  у додатковому 
або оберненому кодах, а також  в їх модифікаціях;

є) часу додавання —  синхронні, асинхронні.
В паралельних суматорах значення всіх розрядів операндів над­

ходять одночасно на відповідні входи однорозрядних підсумовую­
чих схем. В послідовних суматорах значення розрядів операндів і 
перенос, який запам’ятався в попередньому такті, надходить послі­
довно в напрямку від молодших розрядів до старших на входи од­
ного однорозрядного суматора. В паралельно-послідовних сумато­
рах числа дробляться на частини, наприклад, байти, розряди байтів, 
надходять на входи восьмирозрядного суматора паралельно (одно­
часно), а самі байти —  послідовно, в напрямку від молодших до 
старших з урахуванням запам ’ятовуючого переносу.

В комбінаційніх суматорах результат операції додавання за­
пам’ятовується в регістрі результату. В накопичувальних сумато­
рах процес додавання об’єднується зі зберіганням результату, що 
пояснюється використанням Т-тригерів як однорозрядних схем до­
давання.

Організація переносу в суматорі практично визначає час вико­
нання операції додавання. Послідовні переноси схемно утворю­
ю ться просто, але вони не є швидкодійні. Паралельні переноси 
схемно значно складніші, але є помітно швидкодійніші.

Суматори, які мають постійний інтервал часу для додавання на­
зивають синхронними, а суматори, в яких додавання визначається 
моментом фактичного закінчення операції, —  асинхронним.

О значення 10.4.2. Однорозрядним суматором називають логі­
чну схему, яка виконує додавання значень і—х  розрядів і у, двій­
кових чисел з урахуванням переносу г,- із молодш ого сусіднього 
розряду і виробляє на виходах функції результат ,5’, і перенос Р,- в 
старший сусідній розряд.

На основі однорозрядних схем додавання на три входи і два 
виходи будую ться багаторозрядні суматори будь-якого типу. Ло­
гіка їх побудови аналогічна логіці побудови комбінаційних схем,
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яка розглянута у попередніх розділах. Отже, спочатку визначають 
.'ілгоритм функціонування, який, звичайно, подаю ть таблицею , а 
потім за  допомогою  рівняння (системи рівнянь), які отримую ть 
п таблиці функціонування, будую ть необхідний за умовою  су­
матор.

Так, наприклад, алгоритм роботи однорозрядного суматора ві­
дображається таблицею істинності, табл. 10.4.1.

Таблиця 10.4.1

Х і У і +-І $ Рі
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Із таблиці 10.4.1 випливає система логічних функцій для ре­
зультату 8 і і переносу в Р і в ДДНФ .

8 і = • у, ' V • У і • % 47 х і ■ У і • % V хі • 2і • Уг (10.4.1)

Р . =Х . - у г  2, V X • у. ■ 2 і V  X, ■ у  і • 2, V .ї, • у.  ■2,. (1 0.4.2)

М інімізація функцій 10.4.1 і 10.4.2 за допомогою  карт Карно 
приведено нарис. 10.4.1а і рис. 10.4.16 відповідно

00 01 11 10

>

00 01 11 10

0 1 0 1 0 0 0 ґ\\ 0

1 0 1 0 1 0 ( Т ~ ш ~ Т )

я) б)

Рис. 10.4.1
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Як випливає із карт Карно, функція 5; не мінімізується, а функ­
ція Р, мінімізується зі зменшенням рангу кон’юнкції і використовує’ 
тільки прямі значення змінних

Р, = Хі ■ Уі V X, • 2 , V Уі ■ 2, = X, • У, V ( Х, V у ,) • 2 ,.. (10.4.3)

При проектуванні комбінаційних однорозрядних суматорів не-, 
обхідно враховувати такі фактори:

а) схема повинна мати однаковість структури і мінімальну вар­
тість, тобто мати по можливості мінімальну кількість входів у всіх 
елементів;

б) для швидкодії багаторозрядного суматора необхідний міні­
мальний час отримання функції переносу іп = к - і р , де к  —  кіль­

кість ПОСЛІДОВНО включених елементів ВІД ВХОДІВ ДО ВИХОДІВ Р і або 
Рр  ір —  середня затримка розповсюдження сигналу одним логіч­
ним елементом;

в) для схем однорозрядних суматорів на основі рівнянь 10.4.1 і 
10.4.2 необхідно проектувати як прямі Р и так і інверсні Рі значення 
функції переносу.

Для побудови схеми однорозрядного суматора на логічних еле­
ментах иІ-НІ», рівняння 10.4.1 і 10.4.3, із використанням подвійної 
інверсії і правил де М органа перетворюємо на такий вигляд:

8 І =  * і '  У  і ’ 2 і ‘  ' У  і ■І Г х ґ У ґ І і - Хі - У і - 2 »
(10.4.4)

РІ = ХІ-УІ-ХГ 2Г УІ -2І.

Схема однорозрядного суматора, побудована на елементах «І-Ш» 
у відповідності з рівняннями 10.4.4, приведена на рис. 10.4.2 а.

Рівняння 10.4.1 і 10.4.2 можуть бути також виражені через функ­
цію «Виключаюче А БО »

= (х,. © у , ) ■ і ;  V  (х,. Ф у .) • 2 ,. = х; Ф у  © 2 ,, (10.4.5)

Рі = X,. • у. V (х, ■ У  V  X,. ■ у  ) ■ 2 ,. = X,. • Уі V  (х,. Ф У, ) ■ 2 .. (10.4.6)

С хема однорозрядного суматора на елем ентах «Виклю чаю че  
АБО», згідно із рівнянням 10.4.5 і 10.4.6, приведена на рис. 10.4.2 б, 
а його функціональна схема на рис. 10.4.2 в.
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Рис. 10.4.2

О значення 10.4.3. Н ап івсум атором  називають логічну схему, 
яка виконує додавання значень і-х  розрядів х, і у, двійкових чисел х,
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у  і реалізує на вході значення результату М і і перенесення в стар­
ший сусідній розряд К;

м , = х, ■ У і V *,■ ■ У і = X, © у ,; к, = X,. -у,. (10.4.7)

Таким чином, напівсуматор виконує частину підсумування в і-му 
розряді, оскільки не враховує перенесення із сусіднього молодшого 
розряду. Схема напівсуматора, побудована на основі рівнянь 10.4.7 
приведена на рис. 10.4.3 а, а його функціональна схема— на рис. 10.4.3 б.

а) 6)

Рис. 10.4.3

10.5. Л о гіка  побудови ком паратор ів

О значення 10.5.1. К ом паратором  (схемою п орівн ян н я) нази­
вають комбінаційний логічний пристрій для порівняння чисел, по­
даних у двійковому коді.

Основними відношеннями при порівнянні слід уважати «дорів­
нює», «більше» і «менш е». Ці відношення широко використовують 
у мікропроцесорах, а також у пристроях контролю та діагностики 
комп’ютерів. Після виконання конкретної команди в комп’ютері 
автоматично формулюються ознаки результатів операції. Ці ознаки 
називають п рап орцям и  і їх  розміщують у спеціальний регістр. До 
прапорців, наприклад, належать ознаки нульового результату, пе­
реповнення розрядної сітки, знак результату операції, наявність пе­
ренесення із старш ого розряду суматора, парне і непарне число 
одиниць в результаті і таке інше.
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Логіка побудови компараторів аналогічна логіці побудови ком­
бінаційних схем, розглянутих у попередніх параграфах. Тобто, 
спочатку визначаю ть алгоритм функціонування, який може бути 
чаданий або словесно, або таблицею, а потім за допомогою рівнян­
ня (системи рівнянь) будують необхідний за умовою  компаратор. 
Розглянемо принцип побудови компараторів на прикладах.

Приклад 10.5.1. Побудувати схему порівняння двійкового слова 
А = А2 А] А0 із  слідуючими заданими константами

рх := (Л  = 001); Р2 := (А  < 0 1 1).

Розвязання. Будуємо таблицю істинності, табл. 10.5.1, для зада­
ного вхідного слова. Виходячи з умови задачі і таблиці істинності 
це відношення буде мати такий вигляд:

Рх :=Л2 А, Аи; Р2 = А2. 

Таблиця 10.5.1

(10.5.1)

Аг А Ао Рі Рі
0 0 0 0 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0

А)

Аі_

Аг

&
н

/2

Рис. 10.5.1

Схема порівняння слова з константою, відповідно до рівнянь
10.5.1, приведена на рис. 10.5.1.

Приклад 10.5.2. Побудувати схему порівняння двох і-х розрядів 
Аі = Вг  Для порівняння будуємо таблицю істинності, табл. 10.5.2 

Із таблиці істинності, яка задає умову рівності Мі двох і-х роз­
рядів Аі і В и отримаємо

г{ = Д  • В, V Д  ■ В. = Д  0  В, = М „  (10.5.2)

де М і —  функція додавання за модулем два (тос12 —  «Виключаюче 
АБО»).
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Таблиця 10.5.2
А, В, п
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

А,

В,

Ш г Е Ь

р 0 -

М,

Мі

а)

A,

B,

М,

М і

б)
Рис. 10.5.2

П ри н ци п ова схем а, яка реалізує  цю ф ункцію , п оказана на 
рис. 10.5.2а, а її  функціональна схема приведена на рис. 10.5.26.

Приклад 10.5.3. Побудувати схему порівняння двох чотирьох- 
розрядних двійкових слів А  та В.

Розв ’язання. Ознака рівності двох чотирьохрозрядних слів А  та 
В  визначається добутком порозрядних умов г,.

В,

В3

Вз

В4

=1

=1

мх

м.

Мі

м.

Рл=я =г , - г , - г , - г л = М , - М , - М , - М . . (10.5.3)

Ра =в

Схема порівняння двох чоти­
рьох розрядних слів А  та  В,  згідно 
із виразом 10.5.3, приведена на 
рис. 10.5.3.

При більшій розрядності по­
рівняння використовують різні 
групові рівні, на яких реалізують 
спільні логічні множення групо­
вих ознак.

Рис. 10.5.3
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Контрольні запитання

1. Назвіть основні логічні елементи булевих функцій.
2. Яка різниця між логічними елементами «/» і «АБО», «Виключаюче 

АБО» і «Еквівалентність», «Якщо, то» і «Заборона»?
3. Що називають дешифратором?
4. Що називають шифратором?
5. Яка різниця між дешифратором і шифратором?
6. Де використовують дешифратор і шифратор?
7. Як позначають на схемах дешифратори і шифратори?
8. Накресліть функціональну і принципову схему дешифратора і шиф­

ратора.
9. Що називають мультиплексором?

10. Що називають демультиплексором?
11. Яка різниця між мультиплексором і демультиплексором?
12. Як позначають на схемах демультиплексор та мультиплексор?
13. Накресліть функціональну і принципову схему демультиплексора 

та мультиплексора.
14. Де використовують демультиплексор і мультиплексор?
15. Що називають суматором?
16. Які операції виконує суматор?
17. Як позначають суматори на схемах?
18. Які бувають суматори?
19. За якими ознаками класифікують суматори?
20. Що називають напівсуматором і чим він відрізняється від суматора?
21. Як позначають напівсуматор на схемах?
22. Що називають компаратором і як його позначають?

В даному розділі для логіки побудови дешифраторів, шифрато­
рів, мультиплексорів, демультиплексорів використані матеріали лі­
тератури [22, 27], а логіка побудови суматорів і компараторів ви­
пливає з [3, 27].
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ЛОГІКА ПОБУДОВИ 
КОМБІНАЦІЙНИХ СХЕМ 
НА ПРОГРАМОВАНИХ 
ЛОГІЧНИХ МАТРИЦЯХ

Розділ 11

11.1. П ри зн ачен н я і д ілян ки  застосування

Програмовані логічні матриці (ПЛМ) являють собою логічну 
схему для перетворення множини вхідних значень X  = {хи х2, . . . ,хт} у  
відповідну множину вихідних даних У = {у\,уг, ■■■,Ут} У двійковому 
коді. Правило перетворення вхідних змінних у функціях задається 
таблицею  істинності. ПЛМ  реалізує систему булевих функцій, 
представлених в ДДНФ або МДНФ, або в ДНФ.

Програмовані логічні матриці знайшли широке застосування в 
логічних інтегральних схемах (ПЛІС). Наприклад, ПЛІС із плавкими 
запобіжниками за технологією ТТЛШ, які виготовляються в НДУМЕ, 
м. Зелиноград Росія. В їх складі уже давно відомі ПЛМ К556РТ1, 
КР556РТ2, КР556РТ21.

Завжди виникає питання, де можливо застосовувати ПЛІС?
По-перш е, при розробці оригінальних та нестандартних при­

строїв у комп’ютерах і системах управління, а також для заміни 
звичайних інтегральних мікросхем малої та середнього ступеня ін* 
теграції. При цьому значно зменшуються розміри, потужність спо­
живання і збільшується надійність пристроїв і систем, там де вони 
використовуються.

По-друге, використання ПЛІС дає можливість значно зменшити 
час і затрати на проектування схем, розширити можливості розробки 
модифікацій комп’ютерів, налагодження комп’ютерних пристроїв* 
що особливо суттєво в стендовому обладнанні, на етапах розробки 
і виготовлення дослідних партій нових виробів, а також  емуляції 
схем.

По-третє, при проектуванні на основі ПЛІС пристроїв для захи*. 
сту програмного забезпечення виробів від несанкціонованого до­
ступу і копіювання. ПЛІС має таку технологічну особливість, ям
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«біт секретності», після програмування якого схема стає недоступ­
ною для читання.

Але найбільше ПЛІС використовують у мікропроцесорній і об­
числювальній техніці. На їх основі розробляють контролери, адре­
сні дешифратори, логіку обладнання мікропроцесора й інш. На ос­
нові ПЛІС часто виготовляють мікропрограмні автомати, спеціалі­
зовані пристрої, схеми обробки сигналів та відображення, проце­
сори швидкого перетворення функцій Ф ур’є і т. д.

Якщо за кордоном ПЛІС уже зайняли достойне місце а арсеналі 
розробника, то в пострадянських країнах ці технології тільки почи­
нають по-справжньому розвиватися. Відставання пояснюється ря­
дом причин. По-перше, дуже звужена номенклатура ПЛІС на на­
шому ринку елементної бази. По-друге, практична відсутність у 
наших спеціалістів сучасних систем проектування. По-третє, недо­
статність інформації в технічній літературі про ПЛІС, їх застосу­
вання і методи програмування.

11.2. Принципи побудови базової 
програмованої логічної матриці

Виготовлювані електронною промисловістю ПЛІС мають базо­
ву структуру програмованої логічної матриці, яка включає матри­
цю кон’юнкторів (матриця «І») і матрицю диз’юнкторів (матриця 
«АБО»). Принцип побудови таких ПЛМ розглянемо на ПЛІС серії 
К556РТ1. Структурна схема даної ПЛІС приведена на рис. 11.2.1.

Дана ПЛІС включає матрицю кон’юнкторів (матрицю «/»), мат­
рицю’ диз’юнкторів (матриця «АБО »), блок вхідних підсилювачів 
(ВП), блок вихідних каскадів (ВК), схему дозволу вибірки кристалу 
(ДВ), програмований дешифратор, програмовані адресні формувачі 
(АФ1, АФ2). Вхідні підсилювачі формують прямі й інверсні зна­
чення вхідних змінних за всіма шістнадцятьма входами (А1 ...А  16).

Програмований дешифратор (ДС) і програмовані адресні фор­
мувачі (АФ1, АФ2) використовують тільки в режимах програму­
вання та контролю ПЛІС. Організація цих режимів достатньо скла­
дна і в даному підручнику не розглядується.

Для наочності та більш повного розуміння принципу побудови 
ІІЛМ розглянемо базову функціональну схему ПЛІС серії К556РТ1, 
яка включає в себе лише основні вузли схеми матриці «/», «АБО», 
вхідні і вихідні каскади, рис. 11.2.2.
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СЗ(ДВ)

Рис 11.2.1

Вхідні підсилювачі (ВП1...ВП 16) формують прямі й інверсні зна­
чення вхідних змінних, які надходять в матрицю «/». Для управлін­
ня вхідними підсилювачами є шістнадцять входів (А 1...А 16). Вхі­
дні підсилювачі побудовані на основі двох включених послідовно 
буферних логічних схем «І-НІ».

Основними вузлами мікросхеми К556РТ1 є матриці «/» і «АБО», 
які реалізують двохрівневі логічні функції. Перший рівень ПЛМ 
складається із 48 кон’юнкторів (матриця «/»), які з ’єднані за допо­
могою плавких ніхромових перемичок із будь-яким із шістнадцяти 
спільних входів через буферні схеми. В матриці «/» реалізують 
кон’юнкції вхідних змінних, причому кожна вхідна змінна може 
входити в кон’юнкцію або прямим або інверсним значенням, або 
не входити зовсім. Вхідні сигнали, які з ’являються на вхідних ши­
нах матриці «/», вводяться в матрицю «АБО», яка утворює другий 
логічний рівень і реалізує диз’юнкції заданих кон’юнкцій. Матриця 
«АБО» утворює вісім диз’юнкторів (по одному «АБО» на виході 
ПЛІС), кожний із яких може бути вибірково з ’єднаний із будь-яким
із сорока восьми кон’юнкторів.
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Рис. 11.2.2

де В П 1.. .ВП 16 —  вхідні підсилювачі;
К1 ...К 48 —  кон’юнктори матриці «/»;
Д 1 ... Д8 —  диз’юнктори матриці «АБО»; 
В К 1... ВК8 —  вихідні каскади;
Р І .. .Р48 —  шини кон’юнкцій;
81 ...8 8  —  шини диз’юнкцій;
РІ ...Р1928 —  плавкі ніхромові перемикачі;

223



У І)1 ...\Т )1 5 3 6  —  діоди Ш отки'
У Т 1.. .УТ34 —  транзистори;
К 1.. .К.6 —  резистори.

Шини, які з’єднують ці дві матриці, називають шинами кон’юнк- 
цій і позначають РІ ...Р48 , а шини, які з ’єднують матрицю «АБО» з 
вихідними каскадами, називають шинами диз’юнкцій і позначають
81 ...88 .

Програмованим елементом матриці «/» є діод Ш отки з плавкою 
ніхромовою перемичкою, а матриці «АБО» включені за схемою 
емітерного повторювача, п-р-п транзистор з плавкою ніхромовою 
перемичкою в емітері.

Вихідні каскади В К 1...В К 8 вклю чаю ть логічні схеми «Ви­
ключаюче А Б О » і підсилю вачі зчитування. Наявність на вході 
каскаду логічної схеми «Виклю чаю че А Б О » дозволяє інвертувати 
рівень вихідного сигналу залежно від сигналу на вході, тобто до­
зволяє програмувати або активний високий, або активний низь­
кий рівень вихідного сигналу. Заземлення (підклю чення до сиг­
налу «О») одного із двох входів логічної схеми «Виключаюче 
А Б О » через плавку перемичку веде до того, що активним рівнем 
виходу стає вихідна напруга високого рівня, а виплавлення цієї 
перемички веде до того, що активним рівнем стає вихідна на­
пруга низького рівня.

Підсилювачі зчитування побудовані на логічних схемах, що 
управляють сигналами, які надходять від матриці «АБО» і від схе­
ми дозволу вибірки.

ПЛІС як базова програмована логічна матриця в режимі об­
робки інф ормації працю є таким чином. Вхідні змінні А 1 ...А 16  
через блок вхідних підсилю вачів в прямому й інверсному зна­
ченні надходять на матрицю  «/», де за допомогою  діодів Ш отки і 
плавких ніхромових перемичок утворю ю ть потрібні кон’юнкції 
Р 1 ...Р 48 , які логічно підсумовую ться матрицею «АБО», утво­
рю ю чи проміжні логічні функції 81 ...8 8 . Дані функції надходять 
у вихідні каскади для подальш ого їх перетворення і видачі на 
виходи В І ...В 8  ПЛМ.

Умовне графічне позначення мікросхеми К556РТ1 приведено на 
рис. 11.2.3,
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Рис. 11.2.3

де входи і виходи мікросхеми визначають:
1 —  вхід програмування РП;
2 ...9  —  входи підключення вхідних змінних А1 ...А 8;
10.... 13 —  виходи отриманих функцій В 8...В 5;
14 —  спільний вихід (вихід подачі «О» В);
15... 18 —  виходи отриманих функцій В 4... В 1;
19 —  вхід дозволу роботи (вибору) мікросхеми;
20 ...2 7  —  входи підключення вхідних змінних А 16...А9; 
28 —  вхід подачі джерела живлення (+5В).

11.3. Рекомендації із програмування 
базової логічної матриці

Програмування і контроль базової логічної матриці розглянемо 
на ПЛІС серії К556РТ1. Дана ПЛІС виготовляється і поставляється 
споживачу не запрограмованою, тобто в такому стані, що кожний
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кон’юнктор отримує як прямі, так і інверсні значення від кожної 
вхідної змінної Д , кожний диз’юнктор має всі сорок вісім кон’юнк- 
цій, а для кожного виходу активним рівнем є високий і на всіх ви­
ходах присутня напруга низького рівня при напрузі на вході С8 (ОВ).

Кожний програмований кон’юнктор Р„ формує необхідну кон’юн­
кцію від вхідних змінних, причому кожна змінна може входити в 
кон’юнкцію прямим значенням, інверсним значенням або не вхо­
дити зовсім. Ці стани реалізують за допомогою відповідних плав­
ких перемичок у матриці «/». Якщо кон’юнктор Р„ має вхідну змін­
ну А і, то перемичка, що з ’єднує цей кон’юнктор із шиною вхідної 
змінної Аі, повинна бути розплавлена і навпаки. Якщо змінна А ( не 
повинна входити в кон’юнктор Рп, то дві перемички вхідних змін­
них Аі і Д  повинні бути розплавлені.

Якщо число використаних вхідних змінних А, менше шістна­
дцяти, то невикористані змінні повинні бути виключені у всіх ана­
логічних кон’юнкторах, тобто відповідні їм плавкі перемички в ма­
триці «/» повинні бути розплавлені в процесі програмування.

Програмування диз’юнкторів виконується тільки для тих випад­
ків, коли кон’юнкція не включається у вхідну функцію. Якщо кіль­
кість використаних функцій менше восьми, то всі плавкі перемички 
в матриці «АБО», що з’єднують невикористані диз’юнктори і вико­
ристані або невикористані кон’юнктори, переплавляти не потрібно.

11.4. Програмування базової логічної матриці

Програмування базової логічної матриці розглянемо окремо для 
матриць «І», «АБО» і активного рівня виходу мікросхеми К556РТ1.

П рограмування активного рівня виходів В1...В8 відбуваєть­
ся перед програмуванням матриць «/» і «АБО». В початковому ста­
ні всі ніхромові перемички вихідних каскадів цілі, при цьому рі­
вень вихідного сигналу у вихідному каскаді не інвертується, і тому 
рівень активності виходів В 1...В 8  -  високий. Переплавлення одної 
перемички відбувається при подачі на відповідний вихід напруги 
^вих.пр. При цьому спрацьовує схема програмування перемички у 
вихідному каскаді, і через перепалювану перемичку протікає руй­
нуючий її імпульс струму.

При даному програмуванні необхідно:
-  виводи 14,1 мікросхеми підключити до ОВ, а до виводу 28 

подати напругу 0...0 ,4В ;
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-  виводи 10... 13, 15... 18, крім програмуваного, через резистор 
І ОкОм підключити до джерела живлення 5В±10%;

-  до виводів 2 ...9 , 19...27 підключити напругу 2 ,4 ...4 ,5  В;
-  на програмований вивід подати напругу 17±1В і утримувати 

її 1 ...5  мс;
-  через 10... 15 мкс після зняття напруги з програмованого ви­

воду напругу на виводі 28 збільшити до 9,0±0,5В;
-  через 10... 15 мкс після збільшення напруги на виводі 28 на­

пругу на виводі 19 зменш ити до 0 ...0 ,4В , на виводах 2, 3, 20 ...27  
установити напругу 0.. ,0,4В, на виводах 4.. .9 —  напругу 2,4.. .4,5В, а 
на програмованому виводі виконати контроль напруги, величина 
якої при позитивному результаті повинна бути 2,4.. ,4,5В.

У випадку негативного результату програмування, тобто при 
и'т  = 0 ...0 ,4 В ,  необхідно ще раз виконати програмування через 
і > 10 мс після закінчення контролю.

П р о гр ам у ван н я  м атриц і «І»  відбувається наступним чином. 
Для вибору потрібної перемички в мікросхемі є дешифратор ОС, 
рис. 11.2.1, який підключає до джерела програмованого стуму від­
повідну складову частину матриці «/». Для управління дешифрато­
ром використовують шість адресних формувачів АФ2, адресація 
яких відбувається з вихідних виводів В 1...В 6. А це в свою чергу 
ішмагає, щоб усі виводи програмованої мікросхеми були в закри­
тому стані, для цього на вхід С8  необхідно подати напругу ІІвхГ>в, 
що приведе до закриття транзисторів усіх підсилювачів зчитування 
і на виводи В 1 ...В 8  можна подавати адресний код, що відповідає 
номеру програмованої діодної частини.

Для забезпечення розплавлення тільки потрібної перемички із 
числа перемичок вибраної дешифратором діодного складання не­
обхідно забезпечити закриття всіх виходів вхідних підсилювачів 
(як прямих, так і інверсних), крім програмованого. Це забезпечу­
ється подачею напруги на входи всіх вхідних підсилювачів, крім 
одного. На вході вибраного вхідного підсилювача подають напругу 
високого рівня ї/вх, якщо необхідно переплавити перемичку, з ’єд­
наного з інверсним виходом, або напругу низького рівня V т —
для прямого виходу.

За кожний цикл програмування переплавляється тільки одна 
перемичка. Імпульс програмованого струму формується при подачі 
па програмований РП напруги 17вк,рп.
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При даному програмуванні необхідно:
-  вивід 14 мікросхеми підключити до ОВ, а на вивід 28 подати 

напругу 5 В ±  5%;
-  на виводі 19 установити напругу 2 ,4 ...4 ,5  В, а на виводі 1 —

0 . .Д 4 В ;
-  виводи 2 ...9 , 2 ...27 , крім програмованого, підключити до 

джерела 10 В ± 5%;
-  на кожний вивід 12, 13, 15...18 (18 —  молодший розряд) по­

дати напругу 0 ...0 ,4  В або 2 ,4 ...4 ,5  В у відповідності з кодом 
адреса кон’юнкції;

-  кон ’ю нкцією  вклю чається пряме значення вхідної зм інної 
або напруга 0 ...0 ,4  В, якщо в кон’юнкцію включається інверсне 
значення вхідної змінної;

-  через 10... 15 мкс напруга на виході 1 збільш ується до 
17 ±  1 В і утримується в процесі всього наступного переходу;

- ч е р е з  10... 15 мкс напруга на виводі 19 збільшується до 
10 В ±  5 % і утримується 1 ...5  мс;

-  через 10... 15 мкс після зняття напруги на виводі 19 напруга 
на виводі 1 знижується до 0 ...0 ,4  В;

-  через 10... 15 мкс напруга на виводі 19 збільшується до 10 В ± 5 %
і на виводі 10 відбувається контроль напруги, величина якої при 
позитивному результаті програмування повинна бути 2 ,4 ...4 ,5  В.

За негативного результату програмування (0 ...0 ,4  В) необхідно 
виконати повторне програмування шляхом його одно-, двохкратно- 
го повторення через І > 1 Оме після закінчення контролю.

Якщо вхідна змінна і при цьому не включається в кон’юнкцію, 
то її необхідно виключити із кон’юнкції шляхом подачі на програ­
мований вхід напруги 2 ,4 ...4 ,5  В, а потім 0 ...0 ,4 В , і вхідних зна­
чень згідно з описаним вище.

П рограм уван н я м атри ц і «АБО »  відбувається таким чином. У 
початковому стані всі ніхромові перемички матриці «АБО»  цілі. 
Для формування потрібних функцій необхідно в кожний із них 
включити ті кон’юнкції, які не повинні входити у відповідну функ­
цію, тобто розплавити деякі перемички матриці.

Для програмування матриці «АБО» використовують той же де­
шифратор 0 8 ,  рис. 11.2.1, що і при програмуванні матриці «/», але 
управління ним відбувається через інші групи програмованих адре­
сних формувачів АФ1 із боку вхідних виводів А 1...А 6. Підклю­
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чення АФ1 до джерела живлення і установка вхідних підсилювачів 
в необхідний стан відбувається при подачі на мікросхему збільше­
ної напруги. На виводи А 1...А 6 подається код, що відповідає но­
меру логічного добутку, який необхідно виключити із даної функ­
ції, а на вхід «С5» (ОВ) —  напругу 2 ,4 ...4,5В, яка встановлює 
виходи всіх підсилювачів зчитування в закритий стан. На вихід 
відповідної функції, із якої виключається вибрана кон’юнкція, по­
дається напруга £/вих.ф.. Імпульс програмованого струму, який про­
тікає по вибраній перемичці, формується при подачі на програмо­
ваний вхід Р П  напруги 1/вих.пр., а на вхід С 8 (ОВ) —  £/Вих.ов- За 
кожний цикл програм програмується тільки одна перемичка.

При даному програмуванні необхідно:
-  вивід 14 підклю чити до ОВ, вивід 28 —  до 9,0 ± 0,5В, вивід 

19 —  до 2 ,4 ...4,5В, а виводи 1 ...3 , 20 ...27  —  до 0...0 ,4В ;
-  на виводи 4 ...9  подати напругу 0 . . ,0,4В і 2 ,4 ...4,5В  у відпо­

відності з кодом адреси кон’ю нкції, яку не вклю чаю ть у вхідну 
функцію;

-  виводи 10... 13, 15... 18, крім програмованого, підключити до 
джерела постійної напруги 4,5 В ±  10%;

-  на програмованому виводі виставляється напруга 4,5 ±  5%;
-  через 10... 15 мкс після подачі напруги на програмований ви­

від напруга на виводі 1 збільшується до 10В ± 5% і утримується до 
наступного переходу;

-  через 10... 15 мкс після збільшення напруги на виводі 1 на­
пруга на виводі 19 збільшується до 10В ± 5% і утримується 1...5 мс, 
після чого зменшується до 2 ,4 ...4 ,5  В;

-  через 10... 15 мкс після зняття напруги на виводі 19, напруга 
на виводі 1 знижується до 0.. ,0,4В

-  через 10... 15 мкс, після зниження напруги на виводі 1, на­
пруга зовнішнього джерела 10 ± 5 %, від програмованого виводу 
відключається, а на вивід 19 виставляєтья напруга 0 ...0 ,4В , після 
чого на програмованому виводі відбувається контроль напруги, ве­
личина якої при довільному результаті програмування повинна бу­
ти 2 ,4 ...4,5В для виводу з активним низьким рівнем або 0 ...0 ,4В  
для виводу з активним високим рівнем.

За негативного результату програмування, тобто при 0 . .Д 4 В  
для виводу з активним рівнем, необхідно повторити його через І > 
10 мс після контролю, згідно із наведеною вище програмою.
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11.5 Л огіка побудови комбінаційних схем 
на програмованих логічних матрицях

На ПЛМ зручно будувати як одновихідні так і особливо багато- 
вихідні логічні комбінаційні схеми.

Логіка побудови комбінаційних схем на програмованих логіч­
них матрицях має такі кроки. На першому кроці визначають кіль­
кість вхідних і вихідних змінних, а також кон’юнкцій, які необхід­
но реалізувати на ПЛМ. Н а другому кроці, використовуючи дані 
логічних функцій першого кроку, визначають дану ПЛМ (їх сукуп­
ність) для реалізації заданих функцій. На третьому кроці, згідно з 
алгоритмом роботи системи, визначають, яку кількість логічних 
функцій необхідно отримати з високим рівнем активності, а яку —
з низьким. На четвертому кроці заданим логічним функціям при­
своюють номери їх кон’юнкторів. На п ’ятому кроці, використову­
ючи рекомендації із програмування § 11.3 і дані § 11.4, програмують 
утворені на четвертому кроці кон’юнктори логічних функцій, а  та­
кож і самі функції. Невикористані вхідні входи ПЛМ повинні бути 
виключені у всіх використаних кон’юнкторах шляхом розплавлен- 
ня їх ніхромових перемичок у матриці «/» у процесі програмуван­
ня. На шостому кроці контролюють правильність програмування 
ПЛМ, і якщо воно відбулося правильно, то запрограмовану мікро­
схему використовують для реалізації заданих логічних функцій, а 
якщо ні, то необхідно повернутись до п ’ятого кроку.

Приклад 11.5.1. П обудувати (реалізувати) на ПЛМ  К556РТ1 
таку систему логічних функцій

У] = х2 ■ х4 • х5 V х, • х2 ■ х3 • х4 V х, ■ х2 ■ х3 ■ х4 V х, • х, • х};
/ 2 = X, • х2 ■ х3 V х2 ■ х3 • х4 • х5 V  х, ■ х2 • х4 • х5;

/ з  =  х , • х 4 • х 5 V х 4 • х 5 V х 2 ■ х 4 • х 5 V х 3 • х 4 • х 5;

/ 4 = х3 ■ х4 ■ Х5 V х, • х2 • х3 V х, • х4 • х5 V х, • х2 • х4 • х5;

із високим рівнем активності для перших двох функцій і низьким —  
для решти двох.

Р о зв ’язання. Для реалізації ц ієї системи логічних функцій на 
ПЛМ, згідно із першим кроком, визначаємо необхідну кількість 
входів, виходів і кон’юнкцій —  для програмування їх в мікросхемі 
К556РТ1. Кількість входів дорівнює 5, виходів —  4, а кон’юнкцій —
15. Так як задана ПЛМ має 16 входів, 8 виходів і може реалізувати 
48 кон’юнкцій, §11.2, то робимо висновок, що на ній можливо за­
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програмувати задану систему логічних рівнянь, що відповідає дру­
гому кроку.

Згідно із заданими ф ункціям и / ; присвою ємо номера їх 
кон’юнкторів: 

к1= х 2 -

к2 =Ху-

к3 = х і -х2

к4 = х х-х з

к5 - х ] - х 2

Х5] н
1

ІЧ*
І***її кп = х3 -х4 ■ х 5 \

Х3 'Х4, к7 = х х • х2 ■ х4 ■ х5; кп = хі -х4 -х5;

*3 * Х4? "̂8 — 1̂ "̂ 4 ' Х5 ’ кхг = хх-х2 -хг;

Х59
х3;

к9 = х4 -х5;

к10 — Х2 ' Х4 ' Х5 ’

к14
к15

= х1-х4 -.х5;
= х1-х2 -х4 -х5;

Використовуючи рекомендації із програмування, наведені в §11.3 і 
дані §11.4, програмуємо задані функції і їх дані заносимо в табл. 11.5.1.

Таблиця 11.5.1

Н о м е р  к о н ’ю н к т о р а

К о н ’ ю н к т о р и Р і в е н ь  а к т и в н о с т і

В х і д н а  з м і н н а 1 1 0 0

х , Хг *3 Хл Х і В и х і д н а  ф у н к ц і я

Н о м е р  п р о г р а м о в а н о г о  в х о д у Уі А / з / 4

А І А 2 А З А 4 А 5 в і В 2 В З В 4

к х =  х 2 - х 4 - х 5 * 1 * 0 1 А Ф * *

к 2 = х 1 - х 2 - х г - х 4 0 1 0 1 * Л ♦ * *

к 3 = х ,  ■ х 2 ■ х 3 ■ х 4 1 0 1 0 * А * *

к 4 = х х - х г - х } 1 * 0 * 0 А ♦ * *

к $ = \ -  х 2 - х 3 1 0 1 * * * А * *

к ь = х 2 - х г - х 4 - х і * 1 0 0 1 * А ♦ *

к 7 = х г х 2 - х 4 - х 5 0 1 * 1 0 * А * *

к % =  х х - х 4 - х 5 0 * * 0 1 * * А *

к 9 = х 4 - х } * * ♦ 1 0 ♦ * А *

к ю = х 2 - х 4 - х і * 1 * 0 0 * * А *

к п  = х у х 4 - 1 , * * 1 1 0 * ♦ А *

к \ г  = х 3 х 4 - х 5 * * 1 0 0 * * * А

1! 1 0 1 * * * * * А

к у 4  — Ху  ■ х 4 '  х ^ 1 * * 0 0 * * * А

Л ,5  =  Ху ■ Х 2 ■ Х 4 ■ Х } 1 0 * 0 1 * * * А
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При програмуванні кон ’ю нкторів змінну х„ яка входить в 
кон’юнкцію, прямим значенням програмують «1», якщо інверсним, 
то —  «0», а якщо не входить зовсім, то —  « *», що означає перепла­
влення перемички.

При програмуванні д и з’юнкторів належність до даної функції 
позначають у таблиці знаком «А», а його відсутність —  знаком «*», 
що засвідчує перепалювання перемички.

Високий рівень активності виходу програмується «1», а низь­
кий —  «0».

На всіх невикористаних входах А 6 ...А 1 6  і виходах В 5 ...В 8  
ПЛМ із номерами кон’ю нкторів К 1 ...К 15  перемички перепалю ­
ються.

Схема, яка реалізує систему рівнянь прикладу 11.5.1, приведена 
на рис. 11.5.1, а їх програмування в ПЛМ К556РТ1 —  в табл. 11.5.1.

+56 «і
1

27
26
25
24
23
22
21
20

ОБ 1 9

РП А
А1 ПЛМ
А2
АЗ В1
А4

в?А5
А6 вз
А7 В4
А8

В*іАУ
А10 В6
А11 В7
А12
А13 В8
А14
А15
А16

С5

18

17

16

15_

11
11
11
10

+5Б

£

о ї ї о

Рис. 11.5.1

де Кі .. ,/?5 —  резистор 1 кОм.
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Як випливає із табл. 11.5.1 і рис. 11.5.1, реалізація будь-яких 
логічних функцій дуже зручна на ПЛМ.

Контрольні запитання

1. Яке призначення має програмована логічна матриця?
2. Які галузі застосування програмованої логічної матриці?
3. Для яких цілей застосовують програмовані логічні матриці?
4. З яких блоків складається програмована логічна матриця?
5. Яка максимальна кількість кон’юнкторів може бути запрограмо­

вана в ПЛІС К556РТ1?
6. Яка максимальна кількість логічних функції може бути запрогра­

мована в ПЛІС К556РТ1?
7. Який процес відбувається при програмуванні в ПЛІС К556РТ1?
8. Які дві матриці є обов’язковими в базовій програмованій матриці, 

назвіть їх?
9. В якій формі можна реалізовувати логічні функції у базовій про­

грамованій логічній матриці і чому?
10. Назвіть переваги побудови комбінаційних схем на програмованих 

логічних матрицях перед побудовою комбінаційних логічних схем 
на елементах елементарних булевих функцій.

Коментарі

В даному розділі використані матеріали галузевого стандарту [23].
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ЛОГІКА ПОБУНОВИ т и п о в и х  
СХЕМ ІВ ПАМ’ЯТТЮ

Розділ 12

12.1. Л о гіка  побудови А У -тригерів

О значення 12.1.1. А У -тригером  називають запам’ятовуючий 
пристрій із двом а стійкими станами і з різними інформаційними 
входами для установки його в стан « 0 » (І? —  вхід) і стан « 1 » (8  —• 
вхід). Назву К 8  —  тригера утворено від перших букв слов Кезеї 
(виключити) і 8еі (включити).

Логіку побудови ЯУ-тригера виконують за п ’ять кроків. На пер­
шому кроці, дослідж ую чи логіку роботи і?5-тригера, будую ть 
таблицю його переходів. На другому кроці, використовуючи таб­
лицю переходів, будую ть карти Карно, а третьому, за допомогою 
карт Карно, отримують логічні рівняння роботи ЛУ-тригера, які на 
четвертому кроці за допомогою законів алгебри логіки перетворю­
ють на вигляд, на якому корисно його реалізувати, застосувавши 
один із видів основних логічних елементів, наведених у §8.1. На 
п ’ятому кроці, за отриманим на четвертому кроці логічним рівнян­
ням, будують ЛУ-тригер на вибраній елементній базі.

За першим кроком, досліджуючи логіку роботи і й ’-тригера, бу­
дуємо таблицю його переходів, табл. 1 2 . 1 . 1 .

Таблиця 12.1.1

Я, 5, а 0.і+1
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0
1 1 1 к2

234



У таблиці переходів прийняті такі позначення: Я,, 8,, (), —  зна­
чення логічних змінних у момент часу і на входах Я, 5  і виході 
0 -тригера; (),+і —  стан тригера після переключення; К\, К2 —  не- 
визначені коефіцієнти на тих наборах, де вхідні сигнали К, і 8, одно­
часно приймають значення одиниці (заборонена комбінація сигналів).

На другому кроці, користую чись таблицею переходів Я8~три­
гера, будуємо карти Карно, які приведені на рис. 12.1.1а

Ч \  00 01 11 ю 00 01 11 10
х «,5,

Ч \  00 01 11 10
0 й 1 к» 0 0 0 6 і \ 0 0 0 м \ 0 й

1 1 1 к? 0 1 У 0 1 и /
0 0

а) б) в)

Рис. 12.1.1

Припустимо, що ком бінації вхідних сигналів Я,8, = 11 не має, 
тоді одержимо карти Карно для К\ = К2 = 1, рис. 10.1.16, і К х = К 2 = 0, 
рис. 1 2 . 1 . 1  в.

На третьому кроці побудови &£-тригера із карт Карно, рис. 12.1.16
і рис. 1 2 . 1 . 1  в, отримаємо логічні рівняння асинхронного ЛЗ'-три- 
гера

Є, + 1 = 5 ,  V Я, 0 ,  при К х = К 2 = 1 (12.1.1)

0 , + 1 = її, ( 5 ^ 0 , )  при Я, = К2 == 0 (12.1.2)

Логічні рівняння 12.1.1 і 12.1.2 визначають новий стан тригера 
^,+1 залежно від старого стану <2, і вхідних сигналів Я, і 8,.

На четвертому кроці побудови Я8-тригера перетворюємо логі­
чне рівняння 1 2 . 1 . 1  до вигляду, на якому корисного його реалізува­
ти на елементах «/-Я /»

0 ,^ = 3 ,  у Я г а  = 8 1у К 1-д ,= 8 г Я, і)г  (12.1.3)

В икористовую чи логічні зв ’язки рівняння 12.1.3, на п ’ятому 
кроці будуємо схему синхронного ^ - т р и г е р а  на елементах «/-Я /», 
яка матиме вигляд, наведений на рис. 1 2 . 1 .2 а.
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Рис. 12.1.2

Особливістю даного /?5-тригера є інверсне управління на його ін­
формаційних входах, що показано на часовій діаграмі роботи, рис. 
12.1.2в. На рис. 12.1.26 приведена функціональна схема Л5~тригера.

Для побудови ЛУ-тригера на елементах «АБО-НІ» необхідно, згідно 
з кроком чотири, перетворити логічне рівняння 1 2 .1 . 2  до такого виду

й +1 = 3 - 0 ^ 0 ) = ^  ■($ УО,). (12.1.4)

Тоді, використовуючи логічні зв ’язки рівняння 12.1.4, на п ’я­
тому кроці будуємо схему асинхронного Л ^-тригера на елементах 
«АБО-НІ», наведену на рис. 12.1.3а.

Є

в ,

к

Т
О

в,

а) б)

Рис. 12.1.3

Часова діаграма роботи даного тригера приведена на рис. 12.1.3в, 
а зображення функціональної схеми на рис. 12.1.36.

Для побудови синхронного і?5-тригера необхідно в рівнянні 
12.1.3 ввести змінну сигналу синхронізації С,.
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У логічному рівнянні 12.1.3 змінні 5, і К, скомпонуємо із сигна­
лом синхроімпульсу С, таким чином: С, ■ 5) і С, ■ К,, у результаті чо­
го отримаємо логічне рівняння

(12.1.5)

Використовуючи рівняння 12.1.5 будуємо схему з логічними 
зв’язками синхронного Лб'-тригера на елементах «І-Н І», яка приве­
дена на рис. 12.1.4а.

а) б)

Рис. 12.1.4

Часова діаграма роботи синхронного ЛЗ-тригера приведена на 
рис. 12.1.4в, а функціональна схема —  нарис. 12.1.46. Із часової ді­
аграми випливає, що комбінація сигналів С, = 8, = К, = 1 на вході 
тригера заборонена, бо веде до невизначеності його станів.
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Для побудови синхронного /й '-тригера на елементах «АБО -Н І» 
необхідно в л огічному рівнянні 12.1.4 замінити змінні 5, і на

С ,• 5, і С ,-Л,. В результаті цього отримаємо логічне рівняння ро­
боти синхронного ЛУ-тригера на елементах «АБО-НІ»

й +, = ^ V ( ^ V ^ , ) = ^ V Д =V ( с 7 ^ V д , ) .  (12.1.6)

Схема синхронного Л ^-тригера на елементах «АБО -Н І» з логі­
чними зв ’язками на основі логічного рівняння 12.1.6 наведена на 
рис. 12.1.5а.

а) б)

в)
Рис. 12.1.5
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Часова діаграм а роботи синхронного .КЗ’-тр и гер а  приведена 
на рис. 12.1.5в, а ф ункціональна схема на рис. 12.1.56. Із часової 
діаграми випливає, що комбінація сигналів С, = 8, = Я, -  0 на 
вході три гера заборонена, так  як веде до невизн ачен ості його 
станів.

12.2. Логіка побудови Х>-тригер

Означення 12.2.1. .ЕМгригером називають синхронний запам’я­
товуючий пристрій із двома стійкими станами і одним інформацій­
ним /)-входом .

Як випливає із означення 12.2.1, логіка функціонування £>-три- 
гера може бути взята з логіки функціонування синхронного і&5-три- 
гера, якщо в ньому вхід & замінити на вхід Д  а вхід К —  на О . 
Тобто, синхронний ій '-три гер  можна зробити тригером з одним 
входом Для цього в рівнянні 12.1.5 замінимо змінні 5 н а / )  і К на,

О , в результаті чого отримаємо

( 12.2 .1)

Звідси випливає, що логіка побудови О -триї ера може бути взя­
та з логіки побудови /й '-тригера, у зв’язку з чим, використовуючи 
рівняння 12.2.1, будуємо схему з логічними зв ’язками £)-тригера на 
елементах «/-Я /», яка приведена на рис. 12.2.1а.

Часова діаграма роботи £>-тригера приведена на рис. 12.2.їв , а 
функціональна схема —  на рис. 12.2.16. Із часової діаграми випли­
ває, що О -тригер слідкує за зміною сигналу на />-вході в час дії 
сигналу синхронізації С, і зберігає ту інформацію, яка була в мо­
мент його кінця.

З логіки функціонування £)-тригера, рівняння 12.2.1, також  
випливає й інш а схема £)-тригера, яка побудована з використан­
ням ф ункціональної схеми синхронного й ^ -тр и гер а  й інвертора, 
рис. 12.2.2.

Часова діаграма роботи цієї схеми аналогічна часовій діаграмі, 
приведеній нарис. 12.2.1 в.
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Рис. 12.2.1

ц о а

с,
о

с

к

т

- П -
Я,

Рис. 12.2.2

12.3. Л огіка  побудови Г -тр и гер а

Означення 12.3.1. Т -тригером  називають запам’ятовуючий при­
стрій із двома стійкими станами, які міняються на протилежні після 
кожного надходж ення сигналу на його інформаційний вхід Т.
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Логіку побудови Г -тригера виконую ть за чотири кроки. На 
першому кроці, досліджуючи його роботу, будують таблицю пере­
ходів. На другому —  із таблиці переходів отримують логічні рів­
няння роботи Г-тригера, які на третьому кроці за допомогою зако­
нів алгебри логіки надають йому вигляду, на якому корисно його 
реалізувати, застосовуючи один із видів основних логічних елемен­
тів, наведених у §8.1. На четвертому кроці, за отриманим логічним 
рівнянням, будують Г-тригер на вибраній елементній базі.

Згідно з першим кроком, досліджуючи логіку функціонування 
Г-тригера, будуємо таблицю його переходів, табл. 12.3.1.

Таблиця 12.3.1

Т, а а +1

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Із таблиці переходів випливає логічне рівняння роботи Т -три­
гера, яке має вигляд

0 ,п = Тг 0 ,ч Т і -'0,. (12.3.1)

На третьому кроці побудови Г-тригера, використовуючи закони 
алгебри логіки (подвійного заперечення і закон де Моргана), пере­
творюємо рівняння 12.3.1 до вигляду

Яш  <12-3-2)

В рівнянні 12.3.2 для виключення інверсії сигналу Т, викорис­
товуємо логічну тотожність Т{ ■ <2, = (Т '■()') ■()'. Підставивши її в 

рівняння 12.3.2, отримаємо

а +1= т Г а - а -  ~тЖ- 0 2 .3 .3 )

На четвертому кроці будуємо схему Г -тригера на елементах 
«/-Я /» із використанням рівняння 12.3.3, рис. 12.3.1а.
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Рис. 12.3.1

Із аналізу роботи схеми Т~тригера (рис. 12.3.1а) випливає, що 
сигнали оберненого зв’язку в тригері міняються в час д ії сигналу Т,. 
Тобто робота елемента пам ’яті Г -тригера не є стійкою  (може 
виникнути коливальний режим). У никнути цього явищ а мож на 
двом а ш ляхами. Перш ий шлях полягає у затримці сигналів, які 
надходять на елемент пам ’яті Г -тригера, на час д ії сигналу Г, 
використовую чи для цього лінію  затримки (Л З ), а при другому 
необхідно застосовувати додатковий асинхронний Л ї-тр и гер . 
С хема Г -тригера, яка реалізує перш ий ш лях, приведена на рис. 
12.3.16, а другий —  н ар и с . 12.3.2а.

С хему, приведену на рис. 12.3.2а, називаю ть схемою  двох- 
ступінчатого асинхронного Г -тригера на елементах « /-Я /»  з ло ­
гічними з в ’язкам и відповідно рівняння 12.3.3. Н а рис. 12.3.26 
приведена часова д іаграма роботи даної схеми, яка є стійкою  в 
роботі і виклю чає р ізн і «гонки»  в схем і за рахун ок  затрим ки  
сигналів на її елементах.
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Рис. 12.3.2

12.4. Л о гіка  побудови Ж -т р и г е р а

О зн ачен н я 12.4.1. Ж -т р и г е р о м  називають запам’ятовуючий 
пристрій із двома стійкими станами й інформаційними входами ^  
(аналог 5), К  (аналог К), які забезпечую ть незалежну установку 
станів «1» і «0», а при збігу сигналів Ж  = {1, 0} він переклю ча­
ється в протилежні стани, тобто реалізує додавання сигналів за 
модулем два.

Логіку побудови Ж —тригера виконую ть за чотири кроки. На 
першому кроці, досліджуючи логіку Ж -тр и гер а , будують таблицю 
його переходів. На другому кроці за таблицею переходів отриму­
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ють карти Карно, за якими на третьому отримують логічне рівнян­
ня роботи Ж -тригера , а на четвертому за отриманим логічним рів­
нянням будують Ж -тригер  на вибраній елементній базі.

Згідно з першим кроком, досліджуючи логіку роботи Ж -  
тригера, будуємо таблицю його переходів, табл. 12.4.1.

Таблиця 12.4.1

К, а 6 г + 1

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

В таблиці переходів прийняті такі позначення: К,, (), —  зна­
чення логічних змінних у момент часу І на входах К,, і виході (),; 
(),+] —  стан тригера після переключення.

На другому кроці, користуючись таблицею переходів Ж - три­
гера, будуємо карту Карно, рис. 12.4.1.

о\  оо ті ю
0 ( Г - й 0

з:5 0 0

Рис. 12.4.1

Із карти Карно отримаємо логічне рівняння роботи УА'-тригера

(12.4.1)

яке за законами алгебри логіки (закон подвійного заперечення і за­
кон де М органа) перетворимо на таке:

(12.4.2)
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Для виключення заперечення сигналу К, у рівнянні 12.4.2 вико­

ристовуємо логічну тотожність к ,  ■ 2 , = (К, ■ 0 ,)  ■ 0 , .  Підставивши 
її в рівняння 12.4.2, отримаємо

а +1= ( ^ - й ) й (12.4.3)

Для побудови синхронного .Ж -тригера на елементах «/-Я /»  не­
обхідно замінити в рівнянні 12.4.3 змінні К, і на С, ■ К, і С, ■ від­
повідно. В результаті цього отримаємо

(12.4.4)

На четвертому кроці, використовуючи логічні зв’язки рівняння 
12.4.4, будуємо одноступінчатий  асинхронний УЛТ-тригер, який 
приведений на рис. 12.4.2а.

б)

Л и
Тс,

с
к, рк

Рис. 12.4.2

На рис. 12.4.26 приведена функціональна схема одноступінча­
того .Ж -тригера. Дана схема працює надійно в режимі роз’єднаних 
входів ^  і К, тобто в режимі /й '-тригера, а при їх об’єднанні, тобто 
в режимі Г-тригера, необхідно використати один із двох шляхів лі­
квідації «гонок» сигналів, які були розглянуті в §12.3. На практиці, 
як правило, застосовують двохступінчаті синхронні Ж -тригери . 
Схема такого тригера із застосуванням рівняння 12.4.4 в кожному 
ступені приведена на рис. 12.4.3а,
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Рис. 12.4.3

його функціональна схема —  на рис. 12.4.36, а часова діаграма ро­
боти в режимі АУ-тригера —  на рис. 12.4.4а.

л л л і і г и і

л л л л л п

б)

Рис. 12.4.4
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На рис. 12.4.46 наведена часова д іаграма роботи двохступінча- 
того Ж -т р и гер а  при умові, коли входи ^ ь і К, —  об’єднані, тобто 
.Ж -тригер уключений у лічильному режимі, режимі роботи Г-тригера.

12.5. Л о гіка  побудови л іч и л ьн и к ів

О значення 12.5.1. Л іч и л ь н и к о м  називаю ть функціональний 
пристрій ком п’ютера, призначений для підрахунку вхідних імпу­
льсів.

Лічильники являю ть собою  зв ’язаний ланцю г Г -тригерів, що 
утворюють пам’ять із заданою кількістю сталих станів, рис. 12.5.1.

Рис. 12.5.1

Розрядність лічильника п дорівнює числу Г-тригерів. Кожний 
вхідний імпульс змінює стан лічильника, який зберігається до над­
ходження наступного сигналу. Значення виходів тригерів лічиль­
ника <2„, ... ,  <2і відображають результат лічби в прийнятій сис­
темі .числення. Логічну функцію лічильника позначають буквами 
С Т  (соипіег). До мікрооперацій лічильника включають попередню 
установку в початковий стан, інкримент або декремент слова, що 
зберігається, видачу слова паралельним кодом та  ін.

Вхідні імпульси можуть надходити на лічильник як періодично, 
так і довільно розміщені в часі.

Л ічильник є одним із основних ф ункціональних пристроїв 
комп’ю тера і застосовується в утворенні послідовності адреси ко­
манд програми, підрахунку числа циклів при виконанні операцій 
ділення, множення, зсуву, а також отримання сигналів мікроопера­
цій і синхронізації.

Лічильники характеризуються модулем і ємністю лічення. М о­
дуль лічення К сч визначає кількість станів лічильника. М одуль 
двійкового л-розрядного лічильника визначається цілим степенем
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двійки М  = 2”. У лічильниках інших типів справедлива нерівність 
К сч < М. Після лічення числа імпульсів Ивх = Ксч лічильник поверта­
ється в початковий стан. Таким чином, модуль лічення, який часто 
називають коефіцієнтом перерахунку, визначає цикл роботи лічи­
льника, після якого його стан повторюється. Тому число вхідних 
імпульсів і стан лічильника незаперечно визначені тільки для пер­
шого циклу.

Ємність лічення іУтах визначається максимальною  кількістю  
вхідних імпульсів, які може зафіксувати лічильник при одному ци­
клі роботи.

В лічильниках використовуються три режими роботи: управ­
ління, накопичення і ділення. При управлінні зчитування інформа­
ції відбувається після кожного вхідного зліченого імпульсу. В ре­
жимі накопичення головним є підрахунок заданого числа 
імпульсів, а в режимі ділення —  зменшення частоти надходження 
імпульсів, наприклад, у Ксч раз.

Лічильники за логікою побудови класифікують за такими озна­
ками:

а) способом кодування —  позиційні і непозиційні;
б) модулем лічення —  двійкові, десяткові, із довільним постій­

ним або змінним модулем;
в) напрямком лічення —  прості (сумуючі, віднімаючі) та ревер­

сивні;
г) способом організації міжрозрядних зв ’язків —  із послідов­

ним, крізним, паралельним і комбінованим переносами;
д) типом використаних тригерів —  Т, Ж ,  £> в лічильному ре­

жимі.
У лічильниках із позиційним кодуванням числове значення по­

точного стану лічильника визначається за формулою

#  = - 0  =а» •&  +а„_г в я. 1 + ... + а, -б,.,

де а, —  вага і-го розряду; <2, —  значення виходу г'-го розряду; п —  
число розрядів.

Прості лічильники за видом переходів розділяються на підсу- 
муючі і віднімаючі. Граф переходів підсумуючого лічильника при­
ведений на рис. 12.5.2а, віднімаючого —  на рис. 12.5.26, а реверси­
вн о го —  нарис. 12.5.2в.
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Рис. 12.5.2

Реверсивні лічильники мають переходи в прямому і оберненому 
напрямках, що дозволяє рахувати додавані і віднімані імпульси, рис. 
12.5.2в. В процесі лічення повинна виконуватись умова £ £ /  +Ип > '£ІГ , 
де Ип —  попередньо записане число. За поточним станом виходів 
лічильника визначають результат реверсивного лічильника

ДДГ = ;£ [ /+ +ЛГ, > Х £ Г .

Використовуючи рис. 12.5.2, розглянемо побудову асинхронних 
двійкових підсумуючих, віднімаючих і реверсивних лічильників із 
використанням Г-тригерів.

Асинхронні підсумуючі лічильники на двохступінчатих Г-три- 
герах будую ть таким чином, щоб вхідні імпульси І Ґ  надходили 
тільки на лічильний вхід перш ого розряду. Сигнали переносу в 
лічильнику передаються асинхронно з прямих виходів молодших 
розрядів на І'-входи сусідніх старших. Схема такого лічильника на 
три розряди приведена на рис. 12.5.3а, а часова діаграма його робо­
т и —  нарис. 12.5.36.
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а)

б)

Рис. 12.5.3

Асинхронні віднімаючі лічильники на двохступінчатих Г-три- 
герах будують аналогічно підсумуючим, але з тою різницею, що 
сигнали переносу в лічильнику передаються асинхронно з інверс­
них виходів молодших розрядів на Г-входи сусідніх старших. Схе­
ма такого лічильника на три розряди приведена на рис. 12.5.4а, а 
часова діаграма його роботи —  на рис. 12.5.46.

Реверсивний лічильник повинен суміщати принципи побудови 
підсумуючого і віднімаючого лічильників. Схема його повинна за­
довольняти переключення із режиму додавання в режим віднімання 
і мати окремі установки лічильника в «0» і «1». Схема на три роз­
ряди, яка відповідає цим принципам, приведена на рис. 12.5.5.

У  даній схемі міжрозрядні зв’язки комутуються за допомогою 
логічних елементів « 2 / — АБО». На виході цих логічних елементів 
виробляється сигнал 7’ для лічильних входів старших розрядів.

Т,= У+ * й  V У- ' б і. і=  и  2, 3, ...., п.
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Рис. 12.5.4

Тобто, якщо управляючий Д З-тригер міститься у стані «1», то 
лічильник реалізує режим підрахунку вхідних імпульсів (додаван­
ня), а в протилежному випадку —  забезпечує режим віднімання. В 
обох режимах роботи Г-тригери переключаються асинхронно, а їх 
робота описується часовими діаграмами, приведеними на рис. 
12.5.36 і рис. 12.5.46.

г

Рис. 12.5.5
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12.6. Логіка побудови регістрів

О зн ачен н я 12.6.1. Регістром  називають функціональний при­
стрій ком п’ютера, призначений для приймання, тимчасового збері­
гання, перетворення і видачі и-розрядного двійкового коду.

Регістр включає регулярний набір однотипних тригерів, у кож­
ному із яких зберігається один біт інформації. Для регістрів найча­
стіше використовують К5>, О  і .Ж -тригери.

Регістр, який призначений тільки для приймання, зберігання і 
передачі інформації, називаю ть елементарним. Регістр, в якому 
зберігання даних суміщається з мікроопераціями зсуву, називають 
зсувовим. Регістри позначаю ть буквами КС  (ге§Ш ег). П обудова 
елементарних регістрів з однофазним і парафазним способом запи­
су інф ормації на Я З-тригерах  приведена на рис. 12.6.1а і 12.6.16 
відповідно.
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Рис. 12.6.1
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Як випливає із рис. 12.6.1а, при однофазному запису інформації 
значення кожного слова А„...А і...А\ подається по одній лінії зв ’язку 
на входи 8  і Л ’?—тригерів, а після зчитування записаної інформації 
регістри повинні обнулитися за допомогою спільного К —вхо д у . 
При парафазному способі запису значення кожного розряду слова 
передається за двома лініями зв ’язку: пряме значення А, надходить 
на вхід 5і, а інверсне А і —  на вхід К, рис. 12.6.16. В цьому випадку 
не потрібна попередня установка регістра в стан «0», що дає мож­
ливість збільшити швидкість роботи регістра.

Зсувові регістри використовують у процесі виконання команд 
множення, ділення, нормалізації чисел, перетворення паралельного 
коду в послідовний і навпаки. Зсувові регістри проектують на 
двохступінчатих К8, Ж  або £>-тригерах. На рис. 12.6.2 приведена 
побудова регістра зсуву, що складається з п послідовно з ’єднаних 
і>-тригерів, функції збудження яких мають вигляд

£>1 = Л , Д - = 0 / _ і . і  =  2 , 3 , . . . , и  (12 .6 .1 )

Рис. 12.6.2

Із співвідношення 12.6.1 випливає, що інформація яка зберіга­
ється в деякому такті в тригері - ь під Дією імпульсу синхроніза­
ції передається в наступному такті в тригер ()„ тобто відбувається 
зсув інформації від тригера до тригера.

Приклад побудови реверсивного трьох розрядного регістру зсуву 
на І) —  тригерах з динамічним управлінням приведена на рис. 12.6.3.

Реверсивний регістр зсуву працює таким чином. При значенні 
сигналу Узп = 1 в регістр записується інформація паралельним од­
нофазним кодом (Аз А 2 А  і). При значенні сигналу К„ = 1 інформа­
ція, що зберігається одночасно рухається в бік молодшого розряду, 
при цьому розряд тригера £>з обнуляється. При значенні сигналу
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А» = 1 інформація в регістрі одночасно рухається у бік старших роз­
рядів, при цьому розряд 2 і  обнуляється. Запис і зсув інформа- 

ї  відбувається за переднім фронтом імпульсу (динамічний вхід 
.О-тригера).

Рис. 12.6.3

Контрольні запитання

1. Що називають /?5-тригером?
2. Скільки етапів має логіка побудови /?5-тригера?
3. Сформулюйте етапи логіки побудови Л5-тригера.
4. Яка різниця між синхронним і асинхронним ЛІУ-тригером?
5. Де застосовують /?5-тригери?
6. Який тригер називають Д-тригером?
7. Яка різниця між К8 і О-тригером?
8. Скільки етапів має логіка побудови О-тригера? Назвіть їх.
9. Де застосовують /) -тригери?

10. Що називають Г-тригером?
11. В чому полягає різниця між К8, О і 7’-тригером?
12. В чому полягає логіка побудови Г-тригера?
13. Де застосовують Г-тригер?
14. Які бувають Г-тригери?
15. Який тригер називають .Ж-тригером?
16. Сформулюйте етапи логіки побудови Ж-григера.
17. Які бувають Ж-тригери?
18. Чому двохступінчатий Ж-тригер знайшов більше застосування, ніж 

одноступінчатий?
19. Що називають лічильником?
20. На яких тригерах проектують лічильники?
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21. Які є лічильники і чим вони характеризуються?
22. За якими ознаками класифікують лічильники?
23. Що розуміють під модулем і ємністю лічильника?
24. Який лічильник називають реверсивним?
25. Які лічильники називають підсумуючими і віднімаючими?
26. Що називають регістром?
27. Які є регістри?
28. Для яких цілей застосовують регістри?
29. Яка різниця між однофазною і парафазною формами запису інфор­

мації в регістр?
30. За якою формою запису інформації в регістр його швидкість збі­

льшується?

Коментарі

В даному розділі для логіки побудови &.?, Д  Т і Ж  —  тригерів 
використані матеріали літератури [3, 16, 22], а логіка побудови лі­
чильників і регістрів випливає з [26, 27, 28, 29].
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ЛОГІКА ПОБУДОВИ  
КОМП’ЮТЕРНИХ СХЕМ

Розділ 13

13.1. Л огіка побудови одновихідних комбінаційних 
схем на елементах логіки Буля

Означення 13.1.1. Комбінаційною називають схему, вихідний 
сигнал якої визначається вхідним набором її змінних у  даний мо­
мент часу.

Такі схеми «не пам ’ятают ь»  значення вхідних наборів у попе­
редні моменти часу, а тому їх нерідко називають автоматами без 
пам ’яті або однотактними схемами. При наявності одного виходу 
комбінаційні схеми описуються одним рівнянням (функцією) виду

де х і та у  можуть прийняти лише значення логічного “0 ” або ло­

гічної «1».
Рівняння 13.1.1 отримують, як правило, за допомогою  таблиці 

істинності, § 2.2, а форму цього рівняння називають ДНФ (ДДНФ), 
КНФ (ДКНФ), розділ 4. Інколи таке рівняння можна отримати на 
основі логіки роботи об’єкта.

За отриманим тим чи іншим способом рівнянням необхідно 
розробити схему, яка б реалізувала даний алгоритм. М етоди проек­
тування залежать від того, на якій елементній базі буде реалізована 
дана схема. Тому логіка розробки комбінаційних схем на елементах 
логіки Буля має такі кроки.

1. За допомогою таблиці істинності або таблиці функціонуван­
ня, або іншим способом описую ть алгоритм роботи необхідної 
схеми управління.

2. З таблиці функціонування або таблиці істинності знаходять 
логічне рівняння для схеми управління.

3. Виконують мінімізацію логічного рівняння одним із методів, 
наведених у розділі 5.

у  = / ( х 1, х 2, . . . ,х п) (13.1.1)
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4. При необхідності мінімізоване логічне рівняння перетворю­
ють до певного базису елементів, на якому буде відбуватися побу­
дова схеми.

5. Вибирають логічні елементи і будують принципову схему, 
яка відтворює отримане логічне рівняння.

Логіку побудови одновихідної комбінаційної схеми розглянемо 
на конкретних прикладах.

Приклад 13.1.1. В базисі Ш еффера побудувати одновихідну 
комбінаційну схему, робота якої описується такою таблицею істин­
ності, табл. 13.1.1.

Таблиця 13.1.1

*2 *3 У *1 Х2 *3 У

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 1 1

Р о зв ’язання. Використовуючи табл. 13.1.1, знаходимо логічне 
рівняння роботи схеми в ДДНФ, крок 2

У  =  X , ■ х2 ■ хз V X , • х2 ■ Х 3 V  X , ■ х2 • хз ■ V * , • Х 2 ■ Х } V X , • Х 2 • Х 3 .

На третьому кроці виконуємо методом Карно мінімізацію отри­
маного логічного рівняння

\*2*3
00 01 11 10

/1 л
( 7 і )

У = х2у х х-х3. (13.1.2)

Отримане рівняння 13.1.2 перетворюємо в базис Шеффера, крок 4

у  -  х2 V х, -х3 = х2 • х, • х3. (13.1.3)
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Користуючись рівнянням 13.1.3, а також елементами «І-НІ», які 
відповідають базису Ш еффера, будуємо одновихідну комбінаційну 
схему, рис. 13.1.1, крок 5

Рис. 13.1.1

Примітка. Вибір логічних елементів означає, перш за все, 
вибір серії мікросхем. Існують два основних класи мікросхем. 
Це мікросхеми на основі транзисторно-транзистерної логіки (ТТЛ) і 
мікросхеми на основі МОП-структури.

Реальні елементи обох класів мають також обмежену кількість 
входів, часову затримку і в ідповідні коеф іцієнти  розгалуж ення. 
При проектуванні схем конкретні параметри елементів в даному 
підручнику не розглядуються.

Приклад 13.1.2. В базисі Пірса побудувати одновихідну комбі­
наційну схему автомата, логіка роботи якого описується такою фу­
нкцією в ДНФ

У = Хх- х2 V х3 -х4 V  - X ,  хг  (13.1.4)

Розв ’язання. М інімізацію заданої функції виконати неможливо, 
так як тоді два із трьох мінтерми (елементарні кон’юнкції-) не відрі­
зняються один від одного тільки однією  змінною , тобто при ви­
несені за дуж ки загальних змінних неможливо отримати вираз

х  V  х  = 1. Тому, користую чись кроком чотири, перетворимо рів­
няння 13.1.4 в базис Пірса, в результаті чого отримаємо

У  =  Х2 У Х 2 V х3 У х 4  У Х ,  V х2 (13.1.5)

Вибір логічних елементів необхідно робити так  само, як і у 
прикладі 13.1.1. Для побудови схеми в базисі Пірса використаємо 
рівняння 13.1.5, логічні зв ’язки якого реалізуємо на елементах 
«АБО-НЇ», рис. 13.1.2.
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Рис. 13.1.2

Приклад 13.1.3. В базисі елементів «/», «АБО», «НІ» побудува­
ти одновихідну комбінаційну схему, робота якої описується такою 
таблицею істинності, табл. 13.1.2

Таблиця 13.1.2

Х{ *2 ^3 У *1 Х2 *з У

0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 1 1 0 1 1

0 1 0 0 1 1 0 0

0 1 1 1 1 1 1 0

Р о зв’язання. Використовуючи табл. 13.1.2, знаходимо логічне 
рівняння роботи схеми в ДДНФ

У = X, • х2 ■ х3 V Зс, • х2 ■ х3 V X ,  ■ Х 2 Х 3  V X, • Х 2 - Х } .

Виконаємо мінімізацію отриманого логічного рівняння методом 
Карно

ч * 2 * 3  

*1\ 00 01 11 10
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в результаті чого одержимо

Вибір логічних елементів необхідно робити так само, як і у 
прикладі 13.1.1. Для побудови схеми використаємо рівняння 13.1.6, 
логічні зв ’язки якого реалізуємо за допомогою елементів «/», 
«А Б О », «НІ», рис. 13.1.3.

^ = -х2 V]?, -х3 УХ2 (13.1.6)

Рис. 13.1.3

13.2. Логіка побудови одновихідних 
комбінаційних схем на мультиплексорах

У § 10.3 було показано, що в мультиплексорі номер набору на 
управляючому вході дорівнює номеру інформаційного входу х п  
який підключений до виходу І). Тоді загальне рівняння роботи му­
льтиплексора матиме такий вигляд:

0  = \ / А Г Ь,, 0 3 .2 .1 )
і=0

де Д  —  номер вхідного набору на управляючих входах;
Ьі —  змінна на і -му інформаційному вході;
И  —  вихідне значення функції мультиплексора.
В подальш ому вихідне значення функції мультиплексора £> 

будемо позначати через у .
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Із рівняння 13.2.1 випливає, що мультиплексор розкладає логі­
чну функцію за п змінними. Подібні властивості мультиплексорів і 
використовують при синтезі комбінаційних схем.

Логіка побудови комбінаційних схем на мультиплексорах зале­
жить від кількості змінних у функції та від кількості управляючих 
входів мультиплексора. Тому є декілька варіантів логіки побудови 
комбінаційних схем на мультиплексорах.

В ар іан т перш ий. У даному варіанті кількість змінних у функ­
ції т дорівнює кількості управляючих входів п. При цьому розклад 
функції з т змінними за п змінними дає мінтерми, які можуть бути 
нульовими або одиночними. Звідси випливає, що на входи мульти­
плексора необхідно подати або логічний нуль, або логічну одини­
цю. Оскільки розглядувана логічна функція є сумою одиничних мі- 
нтермів, то числа в ній є номерами тих інформаційних входів Ьі , на 
які необхідно подати логічну одиницю, а решту входів з ’єднати з 
логічним нулем. У такому випадку вхідні змінні х і необхідно по­
дати на управляючі входи мультиплексора.

П риклад 13.2.1. Реалізувати логічну функцію 

У =  X, • х2 • Зс3 V Зс, • х2 • хг V  X, • х2 • х3

на мультиплексорі.
Розв ’язання. У даній функції кількість змінних т = 3, тому не­

обхідно застосувати мультиплексор для її реалізації з кількістю 
управляючих входів п = 3.

Із логічного рівняння прикладу 
знаходимо десяткові числа, яким 
відповідають мінтерми в функції 
у  -  у(1, 2, 4). Тобто, на інформацій­
ні входи 1, 2, 4 мультиплексора 
необхідно подати логічні одиниці, 
а на решту —  нулі.

Тоді схема реалізації заданої 
ф ункції на мультиплексорі при 
подачі на його управляю чі входи 
змінних х ,, х 2, х3, матиме вигляд, 

приведений на рис. 13.2.1.

□
1□ □

мих
и
□
пМІМ и
п
п

X, Ап
хг ---------- А,

*3 а 2

Рис. 13.2.1
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В ар іан т другий . У даному варіанті кількість змінних т = п + 1.
Це говорить за те, що кількість змінних у функції більш а за кі­

лькість управляючих входів мультиплексора. В даному випадку за­
дану функцію можна розкласти за будь-якою змінною, але най­
більш доцільно зробити це або за старшою, або за молодшою 
змінною. Якщо функцію розкласти за старшою змінною, то будемо 
мати

/ ( * , ,  х2, ..., хт) = х , -/,(0, х2, ..., - / 2(1, х2 , ... ,  хт).

Якщо функції / ,  і / 2 мають однакові мінтерми, то це означає, 

що на відповідний Ь, вхід мультиплексора необхідно подати логі­
чну одиницю.

Решта мінтермів у функції / х є номери інформаційних входів, 

на які подають Зс,. Інші мінтерми в функції / 2 є номерами інфор­

маційних входів, на які подають Хх. Н а решту входів мультиплек­
сора подають логічний нуль, а на управляючі входи мультиплексо­
р а —  змінні х2, х т.

Приклад 13.2.2. Реалізувати логічну функцію

у  =  х х ■ х2 ■ х3 ■ х4 V  хх ■ х2 - л: з-дг4 V  хх ■ х2 ■ х3 ■ х4 V 

X , • х2 • х3 ■ х4 V  хх ■ х2 ■ х3 • х4 V  X , ■ х2 • Х} • Х4 V  

Хх -х2 -хз -х4 V  хх-х2-х3 ■ х4

на мультиплексорі, який має три управляючі входи.
Р о зв ’язання. Так як мультиплексор має три управляючі входи, 

тобто п = 3, а т = 4, то для розв’язку прикладу необхідно викорис­
тати другий варіант. Для наочності і спрощення рішення перетво­
римо мінтерми заданої функції у десяткові числа

у  = ч { І, 3, 5, 6, 9 ,11 ,12 ,15).

Розкладемо функцію за старшою змінною, в результаті чого рі­
вняння матиме вигляд

у  = хг  [у(1, 3, 5, 6)] V х, • [у(1, 3, 4, 7)].

В обох частинах розкладання є спільні числа 1 та 3, тому:

262



Ьу 1, Х|, Ь4 Ху.

На решту входів мультиплексора необхідно подати логічний 
нуль, а на його управляючі входи змінні х2, х3, х4 _ Виходячи із цьо­
го, реалізація заданої логічної функції на мультиплексорі з трьома 
управляючими входами матиме вигляд, приведений на рис. 13.2.2.

“0”

%

х2-
Х3
х4

0
1
? мих

3
4
5
6
7

Ап
А,
А-2

Рис. 13.2.2

При подальшому збільшенні кількості змінних у  логічній функ­
ції необхідно зробити її розкладання за двома і т.д. змінними, із на­
ступним використанням розглянутої вище логіки побудови одно- 
вихідних комбінаційних схем на мультиплексорах.

13.3. Л о гіка  побудови багатови хідн и х  
ком бінац ійних схем на елем ентах  л о г ік и  Б уля

О значення 13.3.1. Б агатовихідною  комбінаційною схемою на­
зивають схему, яка управляє декількома елементами (механізмами) 
одночасно.

Вона задається системою булевих функцій

Уі = х 2, ..., х п), 

у 2 = / 2(хі , х 2, . . . , х п),

Ут = / т ( Х1>Х2> -> * „ )•
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Особливістю цих рівнянь є те, що вони реалізують різні функції 
від одних і тих же змінних.

Початковий стан проектування багатовихідних схем такий же, як і 
при проектуванні одновихідних (за допомогою таблиці істинності або 
іншим шляхом отримують конкретні функції для кожного виходу).

Кожна функція, незалежно одна від одної, може бути реалізо­
вана окремо як одновихідна функція. Але така система може бути 
не оптимальною через те, що окремі рівняння можуть мати деяку 
кількість однакових мінтермів, які доцільно реалізувати на спіль­
них елементах. Тому пош ук спільних імплікант і становить суть 
методу проектування подібних схем.

Даний метод оснований на пошуку спільних імплікант заданих 
функцій шляхом їх спільної мінімізації. Логіка послідовності цього 
методу має такі кроки.

1. Знайти прості імпліканти кожної із функцій.
2. Знайти прості імпліканти добутку всіх можливих пар заданих 

функцій

/  - и  л  • /з  / » ;  /  і - и  / і  ■ и  -  л  • / „  -  /* -і • /* •

3. Знайти прості імпліканти добутку всіх можливих поєднань 
трьох, чотирьох і т.п. функцій. Останнім буде знайдено прості ім­
пліканти добутку всіх функцій. Під добутком функцій розуміють їх 
спільні мінтерми.

4. Залишити серед отриманих однакових імплікант тільки одні і 
позначити буквами.

5. Серед отриманих імплікант методом Квайна вилучити зайві.
6. Розподілити отримані імпліканти за функціями таким чином, 

щоб кожна функція була сумою деякої кількості імплікант.
У подальшому проектування багатовихідної комбінаційної схе­

ми виконують аналогічно проектуванню одновихідних комбінацій­
них схем.

Приклад 13.3.1. Побудувати двохвихідну комбінаційну схему, 
яка задана системою функцій у вигляді десяткових чисел

Уі = у (6, 7, 8, 9 ,10 ,11 ,13 ,14 ,15),

У  і =  у (1, 3, 6, 7, 8, 9,10,11).

Р о з в ’язання. За допомогою  карт Карно, рис. 13.3.1, знайдемо 
прості імпліканти кожної із функцій, відмічаючи мінтерми, з яких 
вони отримані.
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Рис. 13.3.1

Із рис. 13.3.1 маємо

у х = х, -лг2(8, 9 ,10 , 11)у X, -х3(6, 7,14, 15)у  х ,-х 3 ■х4 (9 ,13);

У2 — X, * ^  (8) 9, 10, 1 1) V Х2 ' Х̂  (1, 3, 9, 1 1) V ' Х2 ' х3 (6, 7).

Користуючись рис. 13.3.1 знайдемо спільні імпліканти добутку 
функцій у , та у 2 ■ Відповідна карта Карно для добутку цих функ­
цій приведена на рис. 13.3.2.

\*3*4
\

Х7\ 00 01 11 10
00

01 С< ї>
11

10 с г 1 1

Рис. 13.3.2

Із рис. 13.3.2 маємо
у 12 = х, • х2 (8, 9 ,10 ,11) V х, • х2 • х3 (6, 7)

Позначимо кожний імплікант латинськими буквами, пропуска­
ючи ті із них, які вже зустрічались раніше

А = х1-х2 (8, 9 ,10,11);

В = х2 - х3(6, 7 ,14 ,15);
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С  = х, -х3 -х4(9, 13);

/ )  = х,-л:4(1, 3 ,9 ,11);

Е  = х1- х2 • х3(6, 7).

Будуємо таблицю Квайна, в якій стовпчики відповідають мін- 
термам функцій, а рядки —  імплікантам, табл. 13.3.1.

Таблиця 13.3.1

Ім
пл

ік
ан

ти Мінтерми функцій

У\ Уі

6 7 8 9 10 11 13 14 15 1 3 6 7 8 9 10 11

А * * * * * * * Ф

В * * * *

С * *

£> * * * *

Е * *

Заповнення таблиці здійснюють таким чином. Для кожного ві­
дібраного імпліканта зірочку ставлять у стовпчику, номер якого є в 
списку мінтермів функцій цього імпліканта. Так, наприклад, імплі­
кант А  належить функції у { і у 2 , тому зірочку проставляю ть у 
стопчиках 8, 9, 10, 11 першої і другої функцій. Аналогічно запов­
нюють зірочками таблицю і для решти імплікант.

В таб л и ц і К вай н а  в  перш у чергу розглядуєм о стовп чи ки , 
сум а зірочок у яки х  дорівню є одиниці. Так, наприклад, для ім­
пліканти А  першим розглядуємо стовпчик 8 функції у г, бо він зда­
тний забезпечити одиничний сигнал для даної функції.

Решту стовпчиків даної імпліканти викреслюємо як для функції 
у и  так і для функції у 2. Імпліканта В  теж  у кожному стовпчику 
має одну зірочку, тому можна розглянути стовпчик 6, а решту ви­
креслити. Для імпліканти С  першим необхідно розглянути стовп­
чик 13, бо він має одну зірочку, а  решту викреслити, а для імплікант 
.О і Е  —  стовпчики 1 і 6 функції у 2 відповідно, а решту викреслити.
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Таким чином для реалізації схеми необхідно використати п ’ять 
імплікант —  А, В, С, Д  Е. Зайвих імплікант при мінімізації не ви­
явлено. Тепер необхідно задані імпліканти розподілити між функ­
ціями. Із табл. 13.3.1 випливає, що імплікантЛ належить обом функ­
ціям, імпліканти В  і С  тільки функції у , , а І)  і Е  —  лише функції 
у 2. Функції, як сума відповідних імплікант, матимуть вигляд

_у, =  А  V  В  V  С  =  X , • х 2 V  х2 • х3 V  X , • хг ■ х4 

У 2 =  А  V  О  V  Е  =  X , • хг V  х2 ■ Х 4 V  X , • Х2 • Х 3 .

Побудова комбінаційної схеми з використанням рівнянь 13.3.2 
відбувається аналогічно описаному в § 13.3. Дана схема на елемен­
тах логіки Буля має вигляд, рис. 13.3.3.

Рис. 13.3.3

13.4. Л огіка побудови багатовихідних 
комбінаційних схем на деш ифраторах

Значна кількість кроків у побудові схем робить класичний ме­
тод проектування багатовихідних комбінаційних схем інколи не­
зручним для застосування. О бминути цей метод можна шляхом
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використання дешифраторів. Із § 10.2 випливає, що кожний вихід 
деш ифратора відповідає певному вхідному набору змінних, тобто 
певному мінтерму. Оскільки кожна функція є сума одиночних мін­
термів, то для її реалізації достатньо об’єднати елементом «АБО» ті 
виходи дешифратора, які аналогічні одиночним мінтермам. Невико­
ристані набори, якщо вони є, слід віднести до нульових.

Приклад 13.4.1. Побудувати чотирьохвихідну комбінаційну схе­
му, яка задана системою функцій у вигляді десяткових чисел

Уі = у (0, 1, 3, 4, 5);

у 2 = А  1, 2, 4, 5, 6);

.Уз = ^ (0 , 2, 3, 6);

у А= ч {0,1, 3, 5, 6).

Р о зв’язання. Використовуючи § 10.2, будуємо двійковий дешиф­
ратор, який забезпечує на своїх виходах реалізацію чотирьох функцій, 
у вигляді десяткових чисел від 0 до 6. Отже, дешифратор повинен ма­
ти сім виходів. Згідно з даними § 10.2, дешифратор за кількістю входів 
і виходів зв’язаний співвідношенням т  =  2" , де п —  кількість входів,

а т —  кількість ви­
ходів. У такому ви- 
падку для побудови 
двійкового дешифра­
тора на сім виходів 
необхідно мати п = 
=]іо& 7[=]2.807[=3.

Виходячи з цьо­
го, а також викорис­
товуючи дані § 10.1, 

—— будуємо чотирьохви­
хідну комбінаційну 
схем у реалізац ій  
функцій у „ у 2, у 3, 

—  у 4 на дешифраторі 
і елементах «АБО», 
рис. 13.4.1.

Рис. 13.4.1
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Із рис. 13.4.1 випливає, що невикористаним набором є сьомий 
вихід дешифратора, який не бере участі в жодній із заданих за умо­
вою функцій.

При збільшенні кількості змінних у функціях збільшують кіль­
кість дешифраторів, що приводить до утворення дешифраторного 
дерева.

13.5. Л огіка побудови часових булевих схем

Робота часової булевої функції загалом описується рівнянням 
виду, § 7.1.1

у  = <р(х1, х2, ...; хп, і ) ,  1 = 1 ,2 ,.. .,  к.

Якщо маємо різні булеві функції в різні моменти часу, то їх 
можна записати так:

Уі =  Ф г 'і  У - Ч/Ф „ Л >  (1 3 .5 .1 )

де <р( —  значення і-ї функції, яке визначає і-у компоненту в необ­

хідній послідовності в момент часу ,
Структурна схема часової булевої функції, яка реалізує рівнян­

ня 13.5.1, наведена на рис. 13.5.1.

Рис. 135.1
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Блоки ф , , ф 2, . . . ,  ф я реалізують функції ф , ,  ф 2 , ф * ,  причому 
кожну з них реалізують звичайною вихідною комбінаційною схе­
мою. Виходи блоків подаються на ключі, які реалізовані на елемен­
тах Якщо на виході датчика часу буде організована послідовна 
видача сигналів Іх, (2, ..., Іп, то на виходах схем “7” з ’являтимуться 

послідовно в часі сигнали функцій ф , ,  ф 2 , ... ,  ф я . При управлінні 
одним механізмом ці сигнали необхідно о б ’єднати елементом 
«АБО», але якщо необхідно здійснювати управління декількома 
механізмами, то цей елемент є зайвим.

Датчик часу може бути реалізований на дешифраторі та  лічиль­
нику, до якого підключають генератор С. Схема такого датчика ча­
су на вісім затримок приведена на рис. 13.5.2.

Рис. 13.5.2

В таких схемах дискретність часу ?,... визначається частотою 
роботи генератора С. Часова діаграма роботи датчика часу для рис. 
13.5.2 наведена на рис. 13.5.3.

Із вищесказаного випливає, що логіка побудови часових логіч­
них схем реалізується в декілька кроків. На першому кроці необ­
хідно побудувати звичайні комбінаційні схеми за правилами, наве­
деними в § 13.1, ... ,  § 13.4. На другому кроці будують датчик часу, 
на третьому —  ключі, а на четвертому —  часову логічну схему, ви­
користовуючи перший, другий і третій кроки, а також елементи бу­
левих функцій, наведених у § 10.1.
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Приклад 13.5.1. Побудувати часову булеву схему для функції 

У і =  Х \ ' Х г ' 1 \ V Х \ ' Х г ' І 2  V Х 2 - І 4 -

Розв ’язання. Для реалізації заданого рівняння на першому кроці 
будуємо звичайні комбінаційні схеми мінтермів х1-х2 і х { -х2 на 
елементах «/», «НІ»  на другому —  датчик часу на чотири затримки, 
на третьому —  ключі з використанням елементів «/», а на четвер­
тому —  саму часову логічну схему, наведену на рис. 13.5.4.

Багатовихідні часові булеві схеми будуються аналогічно одно- 
вихідним, але тільки без елемента «АБО».



Рис. 13.5.4

13.6. Л огіка побудови рекурентних 
булевих схем другого роду

Рекурентні булеві функції другого роду мають вигляд 

У ~  ф |х ір  Х т  Х п п  Х 2 ( і - \ ) ’ Х п ( і - 1)’

Хі(і-г)> Х 2( , - Гу  •••? Х п ( і - г ) )■

Це функції, в яких між змінними, наприклад хи і хІ((Ч) є часо­

вий зсув.
Такі функції не мінімізують, тому що значення однієї і тієї ж  

змінної залежить від часу.
Логіка побудови рекурентних булевих схем другого роду має 

такі кроки. На першому кроці будують рекурентну булеву функ­
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цію, яка описує роботу того чи іншого пристрою, а на другому —  
реалізую ть її, використовую чи § 13.1, . . . ,  § 13.4, без урахування 
часових затримок. П обудова рекурентної булевої ф ункції закін­
чується введенням між  зм інними часових затримок на третьому 
кроці. Часові затримки мож на реалізувати на малогабаритних 
лініях затримки (М ЛЗ) або Б  — тригерах, робота яких описана 
в § 12.2.

Приклад 13.6.1. За рекурентною булевою функцією 

У ~  Хі(і-і)у  Хі,' х 2, V Хг(,-г)

побудувати схему, використовуючи МЛЗ.
Розв ’язання. В даній рекурентній булевій функції часові затри­

мки введені між змінними і х г і ,х 2(І_2). Тому, використо­

вуючи § 13.1, а також кроки два і три логіки побудови, отримаємо 
рекурентну булеву схему, наведену н ари с. 13.6.1.

Рис. 13.6.1

Приклад 13.6.2. За рекурентною булевою функцією прикладу
13.6.1 побудувати схему, використовуючи в якості елементів часо­
вої затримки £>-тригера.

Розв ’язання. Побудова схеми відбувається аналогічно прикладу
13.6.1 з тою лише різницею, що замість МЛЗ вводимо синхронні 
£Мгригери, § 12.2. Тоді отримаємо схему, яка реалізує рекурентну 
булеву функцію прикладу 13.6.1, рис. 13.6.2.
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Рис. 13.6.2

13.7. Л огіка побудови схем із застосуванням 
теорії автоматів

Логіка побудови схем із застосуванням теорії автоматів має такі 
кроки. Н а перш ому кроці на основі алгоритму роботи пристрою 
будують абстрактний  автом ат, який кодую ть на другому кроці 
двійковим нормальним кодом, отримуючи при цьому структурний 
автомат. На третьому кроці, використовуючи структурний автомат, 
будують таблиці переходів і виходів або відмічену таблицю пере­
ходів, за допомогою яких (якої-) на четвертому кроці знаходять ка­
нонічні рівняння роботи пристрою, які на п ’ятому кроці мінімізу­
ють, а  на шостому за даними рівняннями будують схему пристрою.

Приклад 13.7.1. Згідно із алгоритмом роботи пристрою, який 
заданий абстрактним автоматом, рис. 13.7.1,

Ч

побудувати схему управління. 
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Розв ’язання. Для забезпечення реалізації трьох станів абстракт­
ного автомата д ,, д , , д3 необхідно в структурному автоматі мати

згідно з ф ормулою  « = ]/о<і 23 [= ] і , 807[=2 два елем енти пам ’яті,
які можуть задовольнити реалізацію чотирьох станів: 00, 01, 10, 11. 
В нашому випадку для кодування станів абстрактного автомата ви­
користаємо кодові стани —> 00, ц2 —> 01, <7 3 —> 10. В результаті
цього структурний автомат матиме вигляд, рис. 13.7.2.

Ч

Використовуючи відмічену для автомата М ура (§ 8.3) таблицю 
переходів, табл. 13.7.1,

Таблиця 13.7.1

2 і 2 -і

0 0 0 1 1 0

0 1 - -

- 0 0 0 0

* 3 - 1 0 -

отримаємо канонічні рівняння роботи схеми пристрою, які мати­
муть такий вигляд:

гі=Уі'У2> гг^Уі'У* 2і2_Уі'Уг>

ср! = х3; ф " = х2 - у 2, ф і = * г у , ;  <Р°2 = Хзі

де фрфз  і Ф°, Фз — функції включення і виключення відповідно 
першого і другого елементів пам’яті структурного автомата;

У\’Уг * У і’ У 2 —  сигнали на виходах першого і другого елементів 
пам’яті, які відповідають логічним сигналам «1» і «0»відповідно; 

і , ,  г2, 2 3 —  сигнали управління пристрою.
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Функція ф, відповідає елементу кода, розміщеного зліва, а ср2 —  
того, що справа. Рівняння включення і виключення першого і дру­
гого елементів пам ’яті отримують у відповідності з принципом, 
описаним у § 8.10.

Як видно із отриманих рівнянь, їх мінімізація не потрібна, тому 
переходимо до шостого кроку, де будуємо схему пристрою. При 
побудові схеми використовуємо § 10.1, § 12.1, § 13.3. Наведена схе­
ма має вигляд, рис. 13.7.3,

У 2

Рис. 13.7.3

13.8. Л огіка побудови схем із застосуванням теорії 
автоматів і програмованих логічних матриць

Логіка побудови комбінаційних схем із застосуванням програмо­
ваних логічних матрицях (ПЛМ) була розглянута в § 11.5, а логіка 
побудови схем із застосуванням теорії автоматів —  у § 13.7. О б’єд­
навши ці дві логіки, ми отримаємо логіку побудови комп’ютерних 
схем із застосуванням теорії автоматів і ПЛМ. Вона складається із 
семи кроків. На першому кроці на основі заданого алгоритму робо­
ти будують абстрактний автомат, який на другому кроці кодують 
двійковим нормальним кодом. На третьому кроці, використовуючи 
структурний автомат, отриманий на другому кроці, будують таб­
лиці переходів і виходів, за допомогою яких (якої) на четвертому 
кроці знаходять канонічні рівняння роботи. М інімізація їх відбува­
ється на п ’ятому кроці, а на шостому -  вибір необхідної ПЛМ та її 
програмування. На сьомому кроці за вибраною і запрограмованою
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ПЛМ, а також за отриманими на другому кроці елементами пам’яті 
будують необхідну схему.

Приклад 13.8.1. За алгоритмом роботи пристрою, який заданий 
абстрактним автоматом, рис. 13.8.1,

побудувати схему управління з низьким рівнем активності для фу­
нкції 2  і високим —  для решти функцій.

Розв ’язання. Щ об забезпечити реалізацію шести станів абстрак­
тного автомата ..., д6, необхідно в структурному автоматі мати 
згідно з формулою л=]1о§26[=]2.807[=3 три елементи пам’яті, які 
можуть задовольнити реалізацію восьми станів: 000, 001, 010, 011, 
100, 101, 111. В нашому випадку для кодування станів абстрактного 
автомата використаємо кодові стани: —» 000; д2—> 001; д3—> 010;
д4 —>011;  <75—*• 110; <7 6—> 101. В результаті цього структурний 
автомат матиме вигляд, рис. 13.8.2,
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Використовуючи відмічену для автомата М ура (§ 8.3) таблицю 
переходів, табл. 13.8.1,

отримаємо канонічні рівняння роботи схеми, які матимуть такий 
вигляд:

2, = У і - У з - У з ^ У і - у 2 - У з ^ У і ' У г ' У з і

гг=Уі-У2-Уз^УгУ2-Уз'/ УгУ2-Уз>
<й=х1-х3-х4-у2-у3чх5-у2;
ф° = х3 -х4 -х6 -у2 -У3 ч х 9 ^У2 VX^^УІ;
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Ф 2  =  * 3  • У\ У  * 6  • Уі V  * 7  • Уі V  * 8  • Уз>

Ч>°2=х4 - у г У з ' ' х і 0 - у 1;

Фз =  V  *2 ■ Уі ■ Уі  V х2 • у ] ■ у 2 ;
Фз = х 1- х 2 - у 1- у ^ х 3 - у і у х 5 - у 2 у х 6 - у 1у х 1 - у ] у х 9 - у 2 у х 10- у 1;

де фр Ф2 , Фз і ф”, Ф2 , Фз —  функції включення і виключення відпо­
відно першого, другого і третього елементів пам’яті структурного 
автомата;

у,, у 2, у 3 і у,, у 2, Уз —  сигнали на виходах першого, другого і 
третього елементів пам’яті, які аналогічні логічним сигналам “ 1” і 
“0” відповідно;

г ,, г2 —  сигнали управління пристрою.
Функція ф, відповідає елементу кода, розміщеного зліва, а ф3 —  

справа. Рівняння включення і виключення елементів пам’яті отри­
мують відповідно з принципом, описаним у § 8.10.

Як видно із отриманих рівнянь, їх мінімізація не потрібна, тому 
переходимо до шостого кроку, де необхідно вибрати відповідну 
ПЛМ.

Виходячи з канонічних рівнянь роботи, ПЛМ повинна відпові­
дати таким даним. Кількість кон’юнкторів у ній повинна бути не 
менше 2, диз’юнкторів —  не менше 8, вхідних змінних —  не мен­
ше 13. Таким властивостям відповідає ПЛМ, мікросхема серії
К556РТ1, яка має входи для 16 змінних, 8 виходів для реалізації во­
сьми функцій і 48 кон’юнкторів.

Згідно з отриманими функціями, 2 р 2 2, ф|, ф”, ф'2, ф®, ф'з, Фз 
присвоюємо номери їх кон’юнкторам:

К  = У і ' У г ' У з >  к 2 = У г У і  -Уз> кз = У г У 2 -Уз’ К = У \ ' У г ' У з >  

к5 = У г У г - У з >  К = У \ - У 2 - Уз’ к і  =  * і ' * з '*4 ' Уг 'Уз> К  = Х5-Уг> 

к9 =  х 3 • х4 ■ х 6 ■ у 2 ■ у 3, к10 — х9 ■ у 2 , к и — х3 ■ у 1, к 12 — х 6 ■ у },

к 13 =  *7 • Уіі к і4 =  *8 -Уз> к \ 5 ^ * 4  • Уі ' Уз'> к 16 =  ХЮ _У^

кп  = Х Г * 2 ’ У ) ’ У2'> кп = Х 2 -УгУг' -  К ч ^ х ^ х г - У і - У г ,  _ _  
к гч = х з ' У\ ’ к 2 \ ~~ х $ ' У2 5 к2 2 ~  х(і ■ у \ , к2з — х 1 ■ у 1, к 24 — х 9 ■ у 2 ,
к25 =  х$ ■ у 3, к2б — Х|0 ■ >'і •
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Використовуючи рекомендації § 9.3 і дані § 9.4, програмуємо 
отримані функції і їх результати заносимо в табл. 13.8.2.

Таблиця 13.8.2
Кон’юнкгори Рівень активності

Вхідна змінна 0 0 * і > > »

К
X, *2 *3 *4 Х5 *6 х 7 *8 х 9 *10 У, У2 Уз Вихідна функція

Номер програмованого входу г і 22 ф! ф? Фг ф" Фз Фз°

А1 А2 АЗ А4 А5 А6 А7 А8 А9 А10 А11 А12 А13 В1 В2 вз В4 В5 В6 В7 В8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

*1 * ♦ * * * * * * * * 0 0 0 А ♦ ♦ * * * * *

к1 * * * * * ♦ * * * * 0 1 0 А ★ ♦ * * * * *

кз * ♦ * * * * * * * * 1 0 1 А * * * * * * *

К * * * * * * * * * * 0 0 1 * А ♦ * * * * *

к і
* * * * ♦ * ♦ * * * 0 1 1 * А * * * * * ♦

К * * * * * * * * * * 1 1 1 * А * * * * * *

к1 0 * 1 0 * ♦ * * * * * * * * * А * ♦ * * *

к* * * ♦ 1 * * * * * * 1 * + * А * ♦ ♦ ♦ ♦

к, * * 0 1 * 0 * * ★ * * 1 0 * * * А * * * ♦

к\о * * * * * * * * 1 * * 0 * * * * А * * ♦

* * І * * ♦ * * * * 0 * * * * * * А * * *

к12 * * ♦ * 1 * * * * * 1 * * * * ♦ А * * *

Кз * ★ * * * * 1 * * ♦ 1 * * * * # * А * * *

^4 * * * * * * ♦ 1 * * * * 1 * * * * А ★ * *

к]5 * * * 0 * * * * * * 0 * 0 * * * * * А * *

*.« * * * * * ♦ * * * 1 0 * * * * * * * А * #

к\1 1 0 * * * ★ * * * * 0 0 * * * * * * * А *

К і
* 1 * * * * * * ♦ * 0 1 * * * * * * * А *

к \9 0 1 * * * ♦ * * * * 0 0 * * * * * * ♦ * А

к20 * * 1 * * * * * * * 0 * * * * * * * * * А

к1\ * * * * 1 * * * * ♦ =е 1 * * * * * * * * А

к22 * * ♦ * * 1 * * * * 1 » * * * * * * * * А
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Закінчення табл. 13.8.2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 п 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

^23 ♦ * ♦ * * * 1 * ♦ * 1 * * # * * * * * * А

^24 * * ♦ * * * * * 1 * ♦ 0 * * * * * * * * А

^25 * * * * * * * 1 * * * * 1 * * * А ♦ * * *

^26 * * * * * ♦ * * 1 0 * * * * ★ * * * * А

На невикористаних входах А 14, ... ,  А 16 з номерами кон’юн- 
кторів кх, ..., к26 перемички перепалюються.

На сьомому кроці будуємо схему з використанням ПЛМ, мікро­
схема серії К556РТ1. При побудові схеми використовуємо § 10.1, 
§12.1, § 13.3. Наведена схема має вигляд, рис. 13.8.3,

“V і
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Рис. 13.8.3
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де Ку, ..., —  резистори величиною 2 кОм; V п—  джерело жив­
лення мікросхеми.

Із рис. 13.8.3 випливає, що схема реалізації пристрою із засто­
суванням ПЛМ має значно простіший вигляд, ніж із застосуванням 
звичайних елементів логіки Буля. Такі схеми доцільно використо­
вувати при значній кількості канонічних рівнянь.

Ш .
Контрольні запитання

1. Сформулюйте логіку побудови одновихідних комбінаційних схем 
на елементах логіки Буля.

2. Назвіть базиси побудови одновихідних комбінаційних схем.
3. Чим відрізняється базис Шеффера від базиса Пірса?
4. В якому базисі доцільно будувати одновихідні комбінаційні схеми?
5. Сформулюйте логіку побудови одновихідних комбінаційних схем 

на мультиплексорах.
6. Чим відрізняється логіка побудови одновихідних комбінаційних 

схем на мультиплексорах від логіки на елементах Буля ?
7. Що необхідно зробити в мультиплексорі, якщо кількість його управ­

ляючих входів менша за кількість змінних у функції ?
8. Чим відрізняється логіка побудови багатовихідних комбінаційних 

схем на елементах логіки Буля від логіки побудови на дешифраторах?
9. Яка із логік, наведених у п. 8, приводить до більш простих схем ?

10. Сформулюйте послідовність побудови часових булевих схем.
11. Який пристрій в часових булевих схемах необхідно додатково ви­

користовувати?
12. Сформулюйте послідовність побудови рекурентних булевих схем 

другого роду.
13. В чому полягає сутність логіки побудови схем із застосуванням 

теорії автоматів ?
14. Для чого застосовують кодування абстрактних автоматів ?
15. Що називають канонічними рівняннями роботи автомата ?
16. Де і в яких випадках доцільно застосовувати програмовані логічні 

матриці при побудові комп’ютерних схем ?

Задачі для самостійного розв’язування

1. Для логічної функції у  = х, • х2 ■ х3 V х, • х2 V х, • х3 побудувати 
одновихідну комбінаційну схему на елементах логіки Буля.
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2. В икористовую чи умову задачі 1, побудувати одновихідну 
комбінаційну схему у базисі Ш еффера і Пірса.

3. В икористовую чи умову задачі 1, побудувати одновихідну 
комбінаційну схему на мультиплексорі.

4. Для логічної функції, заданої в десятковій системі числення

у  = ч ф , 1, 3, 4, 5, 7),

побудувати одновихідну комбінаційну схему на елементах логіки 
Буля, у базисі Ш еффера і на мультиплексорі. Отримані схеми порі­
вняти за складністю і зробити висновки.

5. Для заданої системи логічних функцій у десятковій системі 
числення

^ = у ( 0 ,  2, 4, 5, 7, 9 ,10 ,12 ,13);

;у2 = ^ (0 ,1 , 3, 5, 6, 8, 9 ,11 ,12 ,14 )

побудувати багатовихідну комбінаційну схему на елементах Буля.
6. Використовуючи умову задачі 5, побудувати багатовихідну 

комбінаційну схему на дешифраторі.
7. Для часової булевої функції у, = х1- х2 - і1у х 1- х3 - і2 у х 1 - х2 -х3 - і3 

побудувати схему.
8. Для рекурентної булевої функції другого роду у, = Х2(1_2) V

^ х2(,-]) • хи ■ хзі V V х,(/Ч) побудувати схему із застосуванням
Л-тригерів.

9. Алгоритм роботи електронного пристрою, заданий абстракт­
ним автоматом.

Необхідно побудувати схему з використанням елементів логіки 
Буля і програмованої логічної матриці мікросхеми серії К556РТ1. 
Отримані схеми порівняти за складністю, зробити висновки.
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Коментарі

О сновні свідчення, які викладені в цьому розділі, за логікою  
побудови одновихідних і багатовихідних комбінаційних схем част­
ково взяті з [1, 7, 19, 28, 29], логіка побудови часових рекурентних 
булевих схем випливає з [24, 27], а логіка побудови схем із засто­
суванням теорії автоматів, у тому числі із застосуванням програмо­
ваних логічних матриць, запропонована автором.
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