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ВСТУП

Математика — одна з найдавніших наук, що зародилась на сві­
танку цивілізації. Вона постійно збагачувалася, час від часу істотно 
оновлювалася і все більше утверджувалась як засіб пізнання законо­
мірностей навколишнього світу. Розширюючи і зміцнюючи свої ба­
гатогранні зв’язки з практикою, математика допомагає людству від­
кривати і використовувати закони природи і е у наш час могутнім ру­
шієм розвитку науки і техніки.

Саме нашому часу видаються особливо співзвучними пророчі слова 
великого Леонардо да Вінчі про те, що ніякі людські дослідження не 
можна назвати справжньою наукою, якщо вони не пройшли через ма­
тематичні доведення.

Що ж таке математика? Відповісти на це запитання далеко не пре­
сто, і залежно від рівня математичних знань відповіді будуть дуже 
різними. Випускник середньої школи словом «математика» користу­
ється як збірним терміном для позначення арифметики, алгебри та по- 
чатків аналізу і геометрії. Студент технічного вузу дізнається, що іс­
нують й інші розділи математики, наприклад аналітична геометрія, 
диференціальне та інтегральне числення, диференціальні рівняння то­
що. Для спеціаліста-математика число таких розділів сягає кількох 
десятків. Причому кількість ця з часом зростає, тому що розвиток су­
часної математики супроводжується виникненням нових розділів. В ос­
танній третині 20-го ст. у математиці сформувалося уже понад 250 на­
прямів. Проте перелік їх не відповідає на поставлене запитання.

Загальноприйнятого означення предмета математики ж має. У ми­
нулому математику вважали наукою про вимірні величини або числа. 
Пізніше виникло означення математики як науки про нескінченні ве­
личини. У сучасний період під математикою розуміють науку про ма­
тематичні структури. Таку точку зору започаткувала група французь­
ких математиків, яка відома під колективним псевдонімом Н. Бурба- 
кі [3].

Слід зазначити, що математичні структури — не довільні творіння 
розуму, а відбиття об’єктивного світу, нехай нерідко навіть у дуже 
абстрактному вигляді. Математика вивчає поняття, одержані шляхом 
абстракції від явищ реального світу, а також абстракції від попередніх
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абстракцій. Абстрактність у математиці не відриває пізнання віддійс- 
ного світу, а дає змогу пізнати його глибше і повніше. Абстракції 
виникають з реальної дійсності і тому з нею тісно пов’язані. По суті, 
саме це зумовлює придатність математичних результатів до описуван­
ня різноманітних навколишніх явищ, успіх того процесу, який ми сьо­
годні спостерігаємо і який одержав назву математизації знань. Мате­
матичний результат має ту властивість, що він застосовний не тільки 
при вивченні якогось одного явища чи процесу, а може використову­
ватись і в багатьох інших, які суттєво відрізняються своєю фізичною 
природою. Наприклад, одне й те саме диференціальне рівняння у =  
— ку описує характер радіоактивного розпаду, швидкість розмножен­
ня бактерій, зміну атмосферного тиску, процес опріснення розчину, 
зміну температури речовини, хід хімічної реакції тощо.

Історію розвитку математики можна умовно поділити на чотири пе­
ріоди.

Перший період розвитку математики — період зарсдкення мате­
матики як самостійної дисципліни — почався в глибині тисячолітньої 
історії людства і тривав приблизно до 6—5 ст. до н. е. У цей період 
формувались поняття цілого числа і раціонального дробу, відстані, 
площі, об’єму, створювались правила дій з числами та найпростіші 
правила обчислення площ фігур і об’ємів тіл. Так накопичувався ма­
теріал, на базі якого зародились арифметика та алгебра. Вимірюван­
ня площ і об’ємів сприяло розвитку геометрії, а в зв’язку з запитами 
астрономії виникли початки тригонометрії. Однак у цей період мате­
матика не мала ще форми дедуктивної науки, вона являла собою збір­
ку правил для розв’язування окремих практичних задач.

Другий період— період елементарної математики — тривав від 
6—5 ст. до н. е. до середини 17 ст. У цей період математика стає са­
мостійною наукою з своєрідним, чітко вираженим методом і системою 
основних понять. В Індії було створено десяткову систему числення, в 
Китаї знайдено метод розв’язування лінійних рівнянь, а запропоно­
ваний стародавніми греками спосіб викладу елементарної геометрії на 
базі системи аксіом став зразком дедуктивної побудови математичної 
теорії на багато століть. У 15— 16 ст. замість громіздкого словесного 
описання арифметичних дій та алгебраїчних виразів почали застосо­
вувати знаки додавання, віднімання, знаки степенів, коренів, дужки, 
букви для позначення заданих та невідомих величин тощо.

Велике значення в розвитку елементарної математики відіграли 
праці грецьких вчених Фалеса, Піфагора, Евкліда, Архімеда, індій­
ського математика і астронома Аріабхатти, китайського математика 
Чжан Цана, італійських математиків Кардано і Феррарі, французь­
кого математика Вієта та багатьох інших вчених.

Третій період— період створення математики змінних величин 
(середина 17 — початок 20 ст.). Природознавство і техніка дістали но­
вий метод вивчення руху і зміни стану речовин — диференціальне та
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інтегральне числення. Створився ряд нових математичних наук— тео­
рія диференціальних рівнянь, теорія функцій, диференціальна гео­
метрія та інші. Бурхливий розвиток математики в той період пов’яза­
ний з іменами французьких вчених Р. Декарта, П. Ферма, Ж . Лагран- 
жа, англійських математиків Дж. Валліса, І. Ньютона, німецьких 
математиків В. Лейбніца, К. Якобі, К. Вейєрштрасса та багатьох ін­
ших учених.

Значну роль у розвитку математики змінних величин відіграли 
праці М. В. Остроградського, П. Л. Чебишева та інших російських 
та українських вчених [2].

На Україні в цей період відкрито університети в Харкові (1805), 
Києві (1834) та Одесі (1865), в яких були математичні відділення чи 
факультети.

Четвертий період — період сучасної математики— характеризу­
ється надзвичайно широким застосуванням математики до задач, що 
їх висуває природознавство і техніка. На базі їхніх запитів виникає і 
бурхливо розвивається ряд нових математичних дисциплін і напрямів: 
функціональний аналіз, теорія множин, теорія ймовірностей, теорія 
ігор та інші. У розвитку математики цього періоду значну роль віді­
грали роботи німецьких математиків Д. Гільберта і Г. Кантора, фран­
цузького математика А. Лебега, українських та російських мате­
матиків П. С. Александрова, М. М. Боголюбова, А. М. Колмогорова, 
В. М. Глушкова, М. П. Кравчука, Ю. О. Митропольського та багатьох 
інших.

Створення всередині нашого століття електронних обчислювальних 
машин (ЕОМ) значно розширює можливості математики. Завдяки ЕОМ 
математичні методи застосовуються нині не тільки в таких традицій­
них науках, як механіка,фізика, астрономія, а й в  хімії, біології, пси­
хології, соціології, медицині, лінгвістиці та ін.

У посібнику нумерація рисунків і формул дається автономно в ме­
жах кожної глави. Символи О і •  в тексті означають відповідно по­
чаток і кінець доведення теореми чи розв’язання задачі. Для скоро­
чення запису замість слів «існує», едля довільного» і «слідує» викори­
стовуються відповідно такі логічні символи: З, V, = х



Г л а в а  1
ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ

Термін «алгебра» походить від назви твору «Альджебр аль-мукаба- 
ла» узбецького математика Мухаммеда аль-Хорезмі. Цей твір міс­
тить методи розв’язування задач, що зводяться до рівняннь першого 
і другого степенів.

Алгебраїчна символіка була створена в основному в 16— 17 ст. Пер­
шим застосував буквенні позначення як для невідомих, так і для зада­
них в задачі величин, французький математик Ф. Вієт.

До середини 18 ст. алгебра склалася приблизно в тому об’ємі, який 
нині називають елементарною алгеброю.

Однією з основних задач лінійної алгебри є розв’язування систем 
лінійних алгебраїчних рівнянь. У зв’язку з вивченням цих систем 
виникли поняття визначника та матриці. Побудову загальної теорії сис­
тем лінійних рівнянь було завершено в 19 ст.

§ 1. ВИЗНАЧНИКИ

1.1. Визначники другого і третього порядків та їхні властивості
Вираз

А =  11 12
21 л 22

— а и а22 (1)

називається визначником (детермінантом) другого порядку.
Поняття «визначник» (від латинського йеіегшіпо — визначаю) ввів 

В. Лейбніц.
Вираз

<*и аі2 аіз
А = а я агг С23 — аи а22азз 4“ а2іазїх із Ь о12а23а31 а13а22а31

азі а32 азз
■ а12а2їа33 а2зазгаи  (2)

називається визначником (детермінантом) третього порядку.
Символи ац називаються елементами визначника, причому перший 

індекс і показує номер рядка, а другий індекс [ — номер стовпця, на
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л =

Рис. 1.1

перетині яких стоїть даний елемент. Так, елемент аі3 стоїть у другому 
рядку і третьому стовпці.

Елементи ап , а 2а у визначнику (1) і ап , а2а, а33 у визначнику (2) 
складають головну діагональ визначника, а елементи аіг, а21 і а13, а22, 
а31 в тих самих визначниках — побічну діагональ.

Для обчислення визначника другого порядку потрібно від добутку 
елементів, що стоять на головній діагоналі, відняти добуток елементів, 
розміщених на побічній діагоналі.

Визначник третього порядку обчислюється за правилом трикутни­
ків (рис. 1.1): перші три доданки в правій частині формули (2) є добут­
ками елементів, що стоять на головній діагоналі і в вершинах двох 
трикутників, у яких одна сторона паралельна головній діагоналі. Ана­
логічно утворюються доданки зі знаком мінус, де за основу береться 
побічна діагональ.

Зауважимо, що елементами визначника можуть бути не тільки чис­
ла, а й алгебраїчні чи тригонометричні вирази, функції тощо.

П риклад
Обчислити визначники:

а)
2 — 4 1 І соб а  5іп а  І
„ к ; Ф .3 5 1 | — 5ігі ос сов а  |

О За формулами (1) і (2) маємо:
2 —4

в)

З 
— 2 

2

а)

1; в)

З 5 
2 З
5 — 2 
1 2

=  2 . 5 — (— 4) -3  =  22; б)
сова 

— 5Іп а
б іп  а  І 

сов а
=  сов* а  +  вігі2 а —

=  2 - (— 2) - 3 + 5 - 2 - 4  +  3-  1 • 1 -  І- (—2) -4  — 1 • 2 х

X 2 — 3 - 5 - 3  =  — 10. •
Розглянемо (на прикладі визначників третього порядку) основні 

властивості визначників.
1°. Визначник не зміниться, якщо його рядки замінити відповідни­

ми стовпцями:
Оц °1Й <Чі азі
«21 °22 °23 — а12 а22 °32
0,1 а» «13 а2Я а8і

7



Ця властивість доводиться безпосередньо перевіркою: достатньо роз­
крити обидва визначники за формулою (2). Властивість 1° встановлює 
рівноправність рядків і стовпців визначника. Тому всі подальші вла- 
тивості справедливі і для рядків і для стовпців. Доводяться вони, як і 
властивість 1°, перевіркою.

2°. Якщо переставити місцями два рядки (стовпці), то визначник 
поміняє знак. Наприклад,

а12 аіз °11 <*18
а21 °22 °23 = --- °22 а21 °23
°31 азз азз авг а33

3°. Якщо один з рядків (стовпців) визначника складається тільки з 
нулів, то визначник дорівнює нулю. Наприклад,

О ц ° 1 2 О ц а 13 0

0 0 0 = а «г 0

а з і а 32 а зз а т °Ь 2 0

4е. Якщо визначник має два однакових рядки (стовпці), то він до­
рівнює нулю. Наприклад,

«11 аіз а а аіз
а Ь с = Ь Ь а23
а Ь с с с азз

5°. Спільний множник, що міститься в усіх елементах одного ряд­
ка (стовпця), можна винести »а знак визначника. Наприклад,

°11 ка18 ап аі2 аіз
а21 °І2 ^°23 =  к а21 °22 °23
аЯ1 а32 каяз аВ2 °ЗЯ

0°. Якщо у визначнику елекенти двох рядків (стовпців) пропорцій­
ні, то визначник дорівнює нулю.

7°. Якщо кожен елемент п-го рядка (я-го стовпця) є сума двох до­
данків, то такий визначник дорівнює сумі двох визначників, у одного 
з яких п-й рядок (п-й стовпець) складається з перших доданків, а у 
другого — з других; інші елементи усіх трьох визначників однакові. 
Наприклад,

Оц аі2 Ь 1̂2 °13 Сц а 12 °13 °11 Ьі2 0,3
а21 а22 +  2̂2 °23 = 0.22 а23 + а21 Ь22 °23
°31 аЯ2 3̂2 азз <Чі азя азз а3і 3̂2 азз

8°. Визначник не зміниться, якщо до елементів одного рядка (стовп­
ця) додати відповідні елементи іншого рядка (стовпця), помножені

8



на одне й те саме число. Наприклад,

« 1 1 а13 а іа « п  +  ка1Й а і і

<*21 а33 ° 2 8
= а31 +  казя ° я » °2 Я

1 ° 8 1 а зя С 38 а з і  +  каю а ая а 83

1.2. Розклад визначника за елементами рядка або стовпця
Нехай задано визначник третього порядку

А =
її
21

-*12

г2і
ОіЯ
а2Я
а

(3)
■*81 ^32 “ 33

Мінором Мс/ елемента ац визначника називається визначник, який 
утворюється з даного визначника в результаті викреслення і-го рядка 
та /-го стовпця. Наприклад, для визначника (3) мінорами елементів 
а2з і а32 є такі визначники:

ЛІ23 — *12
•‘ з і

11
-‘21

18 І

23 І

Алгебраїчним доповненням А ц  елемента ац називається його мінор, 
взятий зі знаком (— 1)<+/, тобто

Л,у = ( -  1 )І+ІМ„. (4)

Наприклад, якщо Д =
0 1 — 2

01.11 — 2
2 3 — 1 , то Л ц - С - і У * 1^ — 3
5 4 — 3

^  —-Б .

Тепер сформулюємо і доведемо теореми про розклад визначника за 
елементами рядка (стовпця).

Теорема 1. Визначник дорівнює сумі добутків елементів якого-не- 
будь рядка (стовпця) на їхні алгебраїчні доповнення.

О Покажемо, що для визначника (3) виконуються такі рівності:

А — Оц^ц ^12^12 ®13^18' ^  =  ^11^11 ^21^21 3̂1̂ 31>
Д =  а^уА21 ^22^ 2 Я Н- 2̂8̂ *8» ^  “  ®12^1ї ^22^2* 4~ @ЗЗ^П’
Д =  а 81^31 4~ а аї^Я2 4~ @ВйА831 Д “  аі»АіЯ 4~ а23^23 "Ь ^33^83' (®)

Доведемо, наприклад, першу з них.
Розкриваючи визначник (3) за формулою (2) і групуючи доданки, 

що містять елементи першого рядка, маємо

Д =  Оц (^22^38  аз2°2з) 4" °12 (^81̂ 28 °ЯіаЗз) "Ь ^18 (^21^32 а2»®3і)"



За формулою (4) вирази, що стоять у дужках, відповідно дорівню­
ють алгебраїчним доповненням А и , А 12, А 13, тому

А =  ап А п  -|- а12А и  +  а13>4і3.

Аналогічно доводяться й інші рівності, ф
Запис визначника за будь-якою з формул (5) називають розкладом 

визначника за елементами відповідного рядка чи стовпця.

П ри клад

Обчислити визначник Л =
1 2 З 
0 1 2
3 —1 4

, розкладаючи його за елементами тре­

тього рядка.
О  За третьою з формул (5) маємо

ПІ І I 2 ЗІ Піп II ЗІ п І о 11 2
Д =  3 (— 1)3+| 1 +  (— 1) (— І)3-*-2 4 - 4 (— 1)3+3

|1 2 Г  |0 2 У  1 | 0 1
Такий самий результат дає формула (2). •

=  9.

Теорема 2. Сума добутків елементів будь-якого рядка (стовпця) 
визначника на алгебраїчні доповнення відповідних елементів іншого 
рядка (стовпця) дорівнює нулю.

О Розглянемо, наприклад, суму добутків елементів першого ряд­
ка визначника (3) на алгебраїчні доповнення елементів другого рядка:

°11^21 ~Ь а12^23 +  а18^23 а1
*12
-*за

*13

-*33
+  а 12

-*13

«81
Л11

аі8 „ „ — °11 (аі2аВЗ аі3а32) "Ь аїі (аі іаВЗ аіЗаЗі)

^ і з  ( ^ 11 ^ 8 2  а і а а з і )  =  0 .  0

1.3. Поняття про визначники вищих порядків
Теорема 1 дає змогу ввести означення визначника довільного по­

рядку. За означенням визначник п-го порядку дорівнює сумі добутків 
елементів будь-якого рядка (стовпця) на їхні алгебраїчні доповнення. 
Можна довести, що всі розглянуті вище властивості визначників тре­
тього порядку справджуються для визначників будь-якого порядку.

Розглянемо, наприклад, визначник четвертого порядку

А =

Û11 а і2 а і8 °1 і

021 а  22 а 23 ° 3 і

а з і °32 а зз °34
а « а і2 а іЯ Û «
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Цей визначник можна розкласти за елементами будь-якого рядка, 
наприклад першого:

Д =  ап А и  -(- о.1%А 12 -(- о13А 13 -}- а1іА 1і. (6)
Оскільки всі алгебраїчні доповнення А ц  у формулі (6) є визначни­

ки третього порядку, то цією формулою можна користуватись для об­
числення визначника четвертого порядку. Але такий спосіб обчислення 
громіздкий: якщо для знаходження визначника четвертого порядку 
треба обчислювати чотири визначники третього порядку, то для зна­
ходження визначника п’ятого порядку вже прийдеться обчислювати 
двадцять визначників третього порядку! Тому на практиці спочатку 
за допомогою властивості 8° перетворюють визначник так, щоб у деяко­
му рядку чи стовпці всі елементи, крім одного, стали нулями. Розкла­
даючи тоді визначник згідно з теоремою за елементами цього рядка, 
дістанемо тільки один доданок, тому що всі інші доданки є добутками 
алгебраїчних доповнень на нуль.

П риклади
Обчислити визначники:

1) Дх =

О 1) У першому рядку перетворимо всі елементи, крім першого, на иулі. Для 
цього, залишаючи перший і другий стовпці без змін, до третього додамо перший, а 
до четвертого — перший, помножений на (—2). Тоді

1 0  0 0

2 7 3 4 5
1 0 —  1 2

1 3 4 2 2
1 2 —  2 0

— 1 3 0 2
; 2) Д2 = — 2 — 5 17 —  6 — 11

2 1 —  1 3 4 2 1 7 9
8 3 6 8 11

А, =
2 — 1 —2 
3 — 1 4
1 1 — 1

Розклавши цей визначник *а елементами першого рядка, дістанемо
2 —1 —2 

Д, =  1 . ( _  1)!+! з — і 4 =  — 21.
1 1 — 1

2) У першому стовпці перетворимо всі елементи, крім другого, на нулі. Для 
цього, залишаючи другий радок без змін, до першого ридка додамо другий, помно­
жений на (—2), до третього — перший, до четвертого — перший, помножений иа 
(—2), а до п’ятого — четвертий, помножений на (—2). Матимемо

Д, —

0 І — 5 0 1

1 3 4 2 2

0 2 20 — 2 —  6
0 — 12 — 5 — 1 —  1
0 —  1 4 —  6 — 7

II



Розкладемо цей визначник за елементами першого стовпця і винесемо за знак 
визначника спільний множник 2 з третього рядка і (— 1) з четвертого:

А, =  1 • (— 1)2+І • 2 • ( -  1)

Розклавши цей визначник за елементами першого рядка, дістанемо

=  150.

1 — 5 0 1 0 0 0 1

1 10 — 1 — 3
=  2

4 — 5 — 1 — 3
12 5 1 1 11 10 1 1

— 1 4 — 6 — 7 6 — 31 — 6 - 7

4 — 5 — 1 4 — 5 — 1

Д =  2 • (— 1)1+4 • 11 10 1 =  — 2 15 5 0
6 — 31 — 6 — 18 — 1 0

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається визначником другого порядку?
2. Що називається визначником третього порядку?
3. Сформулювати основні властивості визначників.
4. Що називається мінором і алгебраїчним доповненням?
5. Сформулювати і довести теорему про розклад визначника за елементами 

рядка (стовпця). Чому дорівнює сума добутків елементів одного рядка (стовпця) на 
відповідні алгебраїчні доповнення іншого рядка (стовпци)?

6. Як обчислюються визначники вищих (четвертого, п’ятого і т. д.) порядків?
7. Обчислити визначники:

а)

Д)

— 21 
11

З 
—  2 

2

б) 1 2 | 
— 1 —ЗІ

е)

в)

З
1
2
5

віл'а 
б іп2 р

соз* а  
сов® Р

2 5 — 2

; г) 3 8 0

1 3 5

є)

З
— З 

5 
2

7 
— 2

5
6

— 2 
6

— З
— 5

4
— 4 

2

8. Розв’язати рівняння:
х2 4 9 *2 3 2

а) х  2 3 =  0; б) х  — 1 1
І 1 1 0 1 4

9. Розв’язати нерівності:
х 0 1 X Xі  1

а) 2 1 3 < 0 ;  б) 1 X Xі
4 х 1 Xі  1 X

=  0.

< 1.

В і д п о в і д і .  7. а) 11; б) — 1; в) б і п  (а  +  Р) віп (а — Р); г) 3; д) — 10; е) —219 
е) —303. 8. а) 2; 3; б) 0; 2. 9. а) [0; 1]; б) (0; ~|^2).
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§ 2 МАТРИЩ

2.1. Основні означення
Прямокутна таблиця чисел а ;/, і =  1, 2, .... т\ ] =  1, 2, п, скла­

дена з т рядків та п стовпців і записана у вигляді

називається матрицею. Поняття матриці вперше ввели англійські 
математики У. Гамільтон і Д . Келі. Коротко матрицю позначають так:

де Щ/ — елементи матриці, причому індекс і в елементі йі/ означає но­
мер рядка, а } — номер стовпця, на перетині яких стоїть даний елемент.

Добуток числа рядків т на число стовпців п називають розміром 
матриці і позначають т X п. Якщо хочуть вказати розмір т  X п мат­
риці А, то пишуть А тХп-

Матриця, в якої число рядків дорівнює числу стовпців, назива­
ється квадратною. Кількість рядків (стовпців) квадратної матриці 
називається її порядком. Матриця, у якої всього один рядок, назива­
ється матрицею-рядком, а матриця, у якої всього один стовпець,— 
матрицею-стовпцем. Дві матриці А тХп =  (а{/) та Втхп — (Ьс/) нази­
ваються рівними, якщо вони однакових розмірів і мають рівні відпо­
відні елементи: аі/ — Ь(/. Нульовою називається матриця, у якої всі 
елементи дорівнюють нулю. Позначається така матриця буквою О. 
Як і в визначниках (п. 1.1), в квадратних матрицях виділяють головну 
1 побічну діагональ.

Квадратна матриця називається діагональною, якщо всі її  елемен­
ти, крім тих, що знаходяться на головній діагоналі, дорівнюють нулю. 
Діагональна матриця, у якої кожен елемент головної діагоналі дорів­
нює одиниці, називається одиничною і позначається буквою Е. На­
приклад, одинична матриця третього порядку має вигляд

(112 • • •
Д22 ■ • ■

А =  {ац) або А = |« і/і і ,

Будь-якій квадратній матриці

13



можна поставити у відповідність певне число, яке називається ви­
значником (детермінантом)  цієї матриці і позначається символом 
беї А . За означенням

^11 . . . Оіп

(1е! А =  ' °и  ° 2% '"  * а2п

Дпі 0>п2 • • • Сіпп
Наприклад, якщо

Прямокутна матриця розміром т X п (п Ф  т) визначника не має.

2.2. Дії над матрицями
1°. Операція додавання матриць вводиться тільки для матриць 

однакового розміру. Сумою С =  А +  В  двох матриць А тХп =  (а.ц) 
і ВтХп =  (£>,/) називається матриця СтХп =  (с{/) =* (ац +  Ьц). На­
приклад,

2°. Добутком матриці А тХп =  (аг/) на число к (або числа & на мат­
рицю А тХп) називається матриця ВтХп =  (ка{/). Наприклад,

б) А +  (В +  С) =  (А +  В) +  С — асоціативність відносно до­
давання матриць;

в) А +  О =  А; А — А =  О — роль нульової матриці в діях над 
матрицями така, як і числа нуль в діях над числами;

г) а  (Рі4) =  (еф) А — асоціативність відносно множення чисел;
Д) а  (А +  В) =  аА  -Ь а  В  — дистрибутивність множення на чис­

ло відносно додавання матриць;
е) (а +  р) А =  аА  -Ь $А — дистрибутивність множення на мат­

рицю відносно додавання чисел.
4°. Операція множення двох матриць вводиться лише для узго­

джених матриць. Матриця А називається узгодженою з матрицею В,

риці В, помноженої на —1:
А —  В =  А +  (— \)В .

Справедливі такі властивості операцій:
&) А В =  В А — комутативність відносно додавання мат­

риць;
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якщо кількість стовпців першої матриці А дорівнює кількості рядків 
другої матриці В.

Якщо ця умова не виконується, тобто матриці неузгоджені, то 
множення таких матриць неможливе.

З узгодженості матриці А  з В  не випливає, взагалі кажучи, узго­
дженість матриці В з А .

Квадратні матриці одного порядку взаємно узгоджені.
Добутком С =  А В  мат риці А тХп =  (ац) на матрицю ВпХк =  

=  фі/) називається така матриця, у якої елемент сц дорівнює сумі 
добутків елементів і-го рядка матриці А на відповідні елементи /-го 
стовпця матриці В:

сц =  ацЬі/ +  а(2Ь2і • -Ь аіпЬп/\ С =  Ст х* =  (с*/)> 
і =  1, 2 т; / =  1, 2, . . .  ,к .

Це означення називають правилом множення рядка на стовпець. На­
приклад, щоб визначити елемент с2і, що стоїть в другому рядку і чет­
вертому стовпці матриці С =  А В , потрібно знайти суму добутків еле­
ментів другого рядка матриці А  на відповідні елементи четвертого 
стовпця матриці В.

П риклад
Знайти матрицю С =  А В , якщо:

- ч ;  - і  Ч -Э - е=" *
О а) Матриця /42х2 узгоджена з  матрицею В2хЗ’ Т0МУ 33 означенням маємо 

 / 1 - 1 +  2 (— 2) 1 .2  +  2 - 0  1 - 3 + 2  (— І) \ = / ~ 3 2
— \0 - 1 +  (— 1) (— 2) 0 • 2 +  (— 1) -0 0 • З +  (— 1) (— 1)/ І 2 0 і ) '

І 0 - 1  0 • 2\  І 0 0\
б) С =  ЛВ =  А ,х ,В 1х 2 = ( _ 2 _ ( — 2 • 2/ _  ( — 2 - 4 І  ' #

З правила множення матриць випливає, що завжди можна пере­
множити дві квадратні матриці одного порядку; в результаті дістане­
мо матрицю того самого порядку. Зокрема, квадратну матрицю мож­
на помножити саму на себе, тобто піднести до квадрата; прямокутну 
неквадратну матрицю піднести до квадрата не можна.

Операція множення матриць не комутативна, тобто при множенні 
матриць не можна міняти місцями множники:

А В  ф  ВА.
Наприклад (перевірте):

С  X  К  X  5 і
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-  9 35>
—  10 20 

2  0 ,

Для дій 1°—4° над матрицями виконуються такі властивості (»а 
умови, що вказані операції мають зміст):

а) (АВ) С =  А (ВС); б) (аА) В =  А (аВ) =  а  (А В ); 
в) (А +  В) С =  АС +  ВС; г) С (А -Ь В) =  СА -Ь СВ;
д) А • О =  О • А =  О; е) А Е  =  ЕА  =  А; є) беї (АВ) =  йеі А X 

х  сіеі В.

2.3. Обернена матриця
Нехай А — квадратна матриця. Матриця А ~ 1 називається обер­

неною до матриці А, якщо виконується умова

АА~' =  А " 1 А =  Е.
Квадратна матриця А називається виродженою, якщо беї А =  0, і 
невиродженою, якщо беї А Ф  0.

Теорема 3. Д ля існування оберненої матриці А ~1 необхідно і до­
статньо, щоб матриця А була невиродженою.

О Н е о б х і д н і с т ь .  Нехай обернена матриця А~~1 існує, тоді 
А А ~ 1 =  Е. Застосовуючи правило знаходження визначника добутку 
двох матриць, маємо беї А • беї А ~ ]1 =  1, тому беї А Ф  0.

Д о с т а т н і с т ь .  Нехай беї А ф  0, тоді матриця А має обернену 
матрицю А ~ 1, причому

(7)

/ А ц А21 ш т ш і4П̂

А ~1 =  — - — 1 ^ 13 А ц . . .  Ап2
п  <М 4 1

\И ІЯ А%п . . .  Апп,
де А ц  — алгебраїчні доповнення елементів а{/ визначника матриці

^і2 ■ • •
^  _  І ° * 1  а 22 • * * п І (8 )

\Qril вп2 • • • О/шУ 
»—І . я—1Дійсно, добутки АА  і А А матриць (7) і (8) дорівнюють матри­

ці, у якої всі елементи головної діагоналі дорівнюють одиниці (за тео-
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ремою 1), а всі недіагональні елементи — нулю (за теоремою 2). От­
же, А~1А =  АА~' =  Е.

Покажемо, що А Г 1 — єдина обернена матриця. Нехай А " — ще 
одна обернена матриця, тоді

А - 1 =  А ~1Е  =  А~' (АА”) =  (А~гА) А"

Приклад
Знайти матрицю А- 1 , обернену до матриці

1 2 0Ч
А: ‘

ЕА" =  А".

\  З 0 І /
О Обчислимо визначник матриці А:

1 2 0 1 0 0
А еІА = — 1 1 2 = — 1 3 2

3 0 І 3 — 6 1

=  15.

Матриця А невироджена, тому обернена матриця знаходиться за формулою 
(7). Знаходимо алгебраїчні Доповнення всіх елементів даної матриці:

— І

■А2і — ■

3̂1 — 1

— і ; ^ 12 —

=  —  2; а2% —

1 2 
1° 1 

12 0 
10 1 

12 01 _
1 2 Г

Складаємо обернену матрицю

4; А ,, — ■

—  1 
З 
1 
З 
1

—  1

’Із=  7;

=  і; =  

=  2; Л».

— 1 II
з о |

11 2 | 
" ІЗ  01
_ І 1

=  - 3 ;  

=  6;

:і-*

- і =

1 2 4
~  15 15

7 1 2
" ЇГ 15 _  15

1 2 1
“ ~ Г 5 5

Переконуємось, що
1 2 4
15 ~  15 15

1 2 0 \
7 1 2

— 1 1 2 1 15 15 — 15
3 0 1 /

1 2 1
5 5 5
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2 4
15 15 15

7_
15

2 1
5

2:
55 Б

2.4. Ранг матриці
Нехай задано матрицю А тХп =  А . Виділимо в матриці А будь-які 

k рядків і стільки ж стовпців, де А — число, не більше чисел т і п, тоб­
то k ^  min (m, п).

Визначник порядку k, складений з елементів, що стоять на перети­
ні виділених рядків і стовпців, називається мінором k-ro порядку мат­
риці А .

Рангом г (А) матриці А називається найбільший з порядків її мі- 
норів, відмінних від нуля.

Безпосередньо з означення випливає, що:
1) Ранг існує для будь-якої матриці АтХп, причому

2) г (і4) =  0 тоді і тільки тоді, коли А — 0;
3) для квадратної матриці п-го порядку ранг дорівнює п тоді і тіль­

ки тоді, коли матриця невироджена.
Ранг матриці можна знайти так. Якщо всі мінори першого порядку 

(елементи матриці) дорівнюють нулю, то г =  0. Якщо хоч один з мі- 
норів першого порядку відмінний від нуля, а всі мінори другого по­
рядку дорівнюють нулю, то г =  1. У випадку, коли є мінор другого по­
рядку, відмінний від нуля, досліджуємо мінори третього порядку. Так 
продовжуємо доти, поки не станеться одне з двох: або всі мінори по­
рядку А: дорівнюють нулю, або мінорів порядку /г не існує, тоді г =

О Серед мінорів першого порядку (тобто елементів матриці) е відмінні від нуля) 
тому г (Л) ^  1.

Оскільки один з мінорів другого порядку

а всі міиори третього порядку дорівнюють нулю, то г  (/4) =  2. •

0 ^ r ( / 4 ) ^ r n in ( m ,  п);

=  k —  1.

Приклад
Знайти ранг матриці
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Вказаний метод знаходження рангу матриці не завжди зручний, 
тому що пов’язаний з обчисленням значного числа визначників. Про­
стіший метод грунтується на тому, що ранг матриці не змінюється, 
якщо над матрицею виконати так звані елементарні перетворення, а 
саме [1]:

а) переставити місцями два рядки (стовпці);
б) помножити кожен елемент рядка (стовпця) на один і той самий 

відмінний від нуля множник;
в) додати до елементів рядка (стовпця) відповідні елементи друго­

го рядка (стовпця), помножені на одне і те саме число.

П риклад
Знайти ранг матриці

(Знак ~  між матрицями показує, що вони утворюються одна з другої елементарними 
перетвореиними і, отже, мають одии і той самий ранг). •

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається матрицею?
2. Як визначаються: сума двох матриць, добуток матриці на число, різниця 

та добуток двох матриць?
3. Що називається оберненою матрицею?
4. Сформулювати і довести теорему про існування оберненої матриці.
5. Що називається рангом матриці? Як (находиться раиг?

2 2  0  — ' 

—  1 4 — 2

З 10 8 2
—5 0 —2 6

О Виконуючи елементарні перетворення, маємо:

т (А) =  3.
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в . Які перетворення над матрицями називаються елементарними?
7. Пересвідчитись, що

( б 0 7 \  / 1  2 3 \  /2 6  3 22 \

1 2 3  ) (  2 0 1 1 =  1 14 — 1 8 1 .

— 1 0 2 /  \  3 — 1 і /  \  5 — 4 — 1 /

8. Знайти обернену матрицю /4—І до матр

З 5 -

1 - З

6 7 -
9. Знайти ранг матриць:

( 1 0 2 0 \  /

З О  6 0 І ; В =  І

б 0 10 0 /  \

(  — 6 1 4

15 3 — 8

25 9 — 14

§ 8. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ

3.1. Основні означення
Системою т лінійних рівнянь з п невідомими х1, х 2, хп назива­

ється система виду

аи х! +  аі2х 2 Ч ь ОщХп =  Ьі,
а21Х1 +  ^22*2 +  ’ • • +  ОіпХп =  Ь2, ^

От іХ1 +  0-тъХ2 +  • ■ • +  0,тпХп =

Числа а{/, і =  1 ,2 , .... т ;  / = 1 , 2 ,  ..., п біля невідомих назива­
ються коефіцієнтами, а числа Ь{ — вільними членами системи (9).

Система рівнянь (9) називається однорідною, якщо всі вільні чле­
ни дорівнюють нулю, і неоднорідною, якщо хоч один з них відмінний 
від нуля.

Множина чисел аг, а%, ..., ап називається впорядкованою, якщо вка­
зано порядок слідування цих чисел, тобто вказано, яке з них є пер­
шим, яке другим, яке третім і т. д. Наприклад, якщо впорядкована 
трійка чисел, то в запису а, Ь, с число а вважається першим, Ь — дру­
гим, с — третім, в запису Ь, а, с першим є число Ь, другим — число а
і третім — число с.

иці

1 2 3 4

—  1 0 2 1

—  1 2 7 5
—  1 4 12 10

0. г(А) =  1, г (В) =  3.
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Упорядкований набір п чисел (х°и хі, ..., х°) називається розв’яз­
ком системи (9), якщо при підстановці цих чисел замість невідомих 
х1г х2, ..., хп усі рівняння системи перетворюються в тотожності. Таку 
систему чисел називають також п-вимірним вектором, або точкою «-ви­
мірного простору (див. п. 2.6, гл. 2).

Система рівнянь називається сумісною, якщо вона має хоча б один 
розв’язок, і несумісною, якщо вона не має жодного розв’язку.

Сумісна система називається визначеною, якщо вона має єдиний роз­
в’язок, тобто існує тільки один набір п чисел х°, х%, .... х„, який пере­
творює всі рівняння системи (9) в тотожності.

Сумісна система називається невизначеною, якщо вона має більше, 
ніж один розв’язок.

Дві системи лінійних рівнянь називаються еквівалентними, якщо 
вони мають одну й ту ж  множину розв’язків. Еквівалентні системи ді­
стають, зокрема, внаслідок елементарних перетворень даної системи. 
Елементарні перетворення системи лінійних рівнянь відповідають еле­
ментарним перетворенням матриці (п. 2.4) за умови, що вони викону­
ються лише над рядками матриці.

3.2. Розв’язування систем лінійних рівнянь за формулами Крамера
Нехай задано систему двох лінійних рівнянь з двома невідомими 

х  і уі

а и х  а и У  ~  ^і> ^ . 0

. &2іХ +  а22 у  — Ь%.

Виконаємо такі елементарні перетворення системи (10): спочатку 
помножимо перше рівняння на а22, друге — на —а12, а потім складемо 
їх; після цього перше рівняння помножимо на а21, а друге — на —аи 
і складемо їх. Дістанемо систему

X (^11^22 ^21^ 12) “  ^22 ^2^12’
У (ЯцЯм а2і0іг) “  Ь2Оц Ь1Сі2і ■

Систему (11) можна записати за допомогою визначників:
х  • Д =  Дж;

У * А =  А„,

(П)

(12)

Де

Д = а и

а 21

а і2

@9.9.

й,
Д , = н і

н і

Ьг

Визначник А, складений з коефіцієнтів системи (10), називається 
визначником системи. Визначники Дж та Дв утворюються з визначника 
Д відповідно заміною стовпців при невідомих х  та у  вільними членами.
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При розв’язуванні рівнянь (12) можуть бути такі випадки.
1) Д Ф  0, тоді система (10) має єдиний розв’язок:

х  =  ■ У =_ (13)

Формули (13) вперше вивів К- Крамер і вони називаються форму­
лами Крамера.

2) Д =  0; Ах Ф 0  або АУФ  0, тоді система (10) не має розв’язків,
тобто є несумісною.

3) Д =  Д* =  Ау =  0, тоді система (10) зводиться до одного рів­
няння і має безліч розв’язків, тобто є невизначеною.

Розглянемо тепер систему трьох лінійних рівнянь з трьома неві­
домими х, у , г:

ацХ  +  аІ2у  +  а13г =  Ь{,
а21х  +  а22у  +  а23г =  Ь2, О4)

. "і" аз%У “Ь азз% ~  ^з'

Обчислимо визначники:

йц аіг аіз Ьг аі2 аіз а11 Ьг аіз
д  = а21 а 22 а 23 ; Ах = ь2 а 22 а 23 ; Д„ = а 21 Ь2 а 83

азі а 32 азз Ьз а 32 а 32 азі Ья азз

а 11 а і2 Ьг

д *  = а 21 а 22 Ь2 -

а з і а 32 ^8

Якщо визначник системи Д Ф  0, то система (14) має єдиний розв’я­
зок, який знаходиться за формулами Крамера:

_Л*
А

Ау
у =  - ± г = (15)

Доведемо, наприклад, другу з формул (15). Помножимо перше, 
друге і третє рівняння системи (14) на алгебраїчні доповнення відпо­
відних коефіцієнтів при у, тобто на А 12, Л2а, Ла2, а потім складемо їх:

х  (а11Л12 +  ^2 1^ 2 2  азі^зг) У (^12Л12 +  а2аЛ22 ^зг^зг)

“Ь 2 (а Х3̂ 12 а23^22 “Ь ^зз^зг) =  ^1^12 ^ ї^ 22 “Ь ^3^32-

За теоремою 2 вирази в дужках при х  і г в цій рівності дорівнюють ну­
лю, а за теоремою 1 вираз в дужках при у  і права частина дорівнюють 
відповідно Д і Ду, тобто Ау =  Д • у.
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Аналогічно доводяться формули Крамера для знаходження неві­
домих х  і г. Якщо задано п лінійних рівнянь з п невідомими (п >  3)

@цХ і  -}■ ~Ь

^21^1 "Ь а2іХ2 +
+  аіпХп ■=* Ь{\ 
+  0-2пХп =  Ь2\ (16)

0-п\Х1 +  йп2х 2 +  • • • +  о.ппх п =  Ьп

і визначник системи Д Ф  0, то така система має єдиний розв’язок, який 
знаходиться за формулами Крамера, аналогічними до формул (13) і 
(15):

А Хо = Х„ = (17)

У випадку, коли визначник системи (14) чи (16) дорівнює нулю, фор­
мули Крамера (15) і (17) не мають змісту. Такі системи, а також сис­
теми, у яких число невідомих не дорівнює числу рівнянь і до яких, 
очевидно, формули Крамера теж не можна застосувати, розглянемо 
в п. 3.5.

П риклад
Розв’язати системи за формулами Крамера:

а) (2х — у  =  0;
и  +  3 »  =  7 ;

б) х — у  +  г  =  0; 

2* +  У +  г =  5; 
2у — г — 3.

О  а) Знаходимо визначники А, Дх, Ау : 

2 — 1
А =

За формулами (13)

1 0 —1 2 01 
„ . 7; А* =  І = 7 ,  Аи =  І „ = 1 4 .

1 3 7 3 у 1 7

=  4 - = 1 ,  У = 14
Д 7 Д 7

б) Розв’язок дістанемо за формулами (15). Маємо

А =

2.

1 —1 1 0 —1 1

2 1 1 =  -1 .А *  = 5 1 1

0 2 —1 3 2 - - 1

1 0 1 1 — 1 0
- 2 б 1 =  — 2, Д2 = 2 1 5

0 3 —1 0 2 3
х = 1. У =  2, * = 1. •

= - 1 ,

= 4 .
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3.3. Матричний запис системи лінійних рівнянь і ї ї  розв’язування
Нехай задано систему (16), яка містить п лінійних рівнянь п з не­

відомими.
Введемо матриці

їц  о. 12
Л =  І 2̂1 2̂2 • • • 0.2П . X  _  | *2 | . р  —

\Ялі ап2 . . .  /  \ х
Матрицю Л , складену з коефіцієнтів системи (16), називають мат­

рицею або основною матрицею системи, матрицю X — матрицею з не­
відомих, а матрицю В — матрицею з вільних членів. Тоді згідно з пра­
вилом множення матриць систему (16) можна записати одним матрич­
ним рівнянням з невідомою матрицею X:

А Х  =  В. (18)

Припустимо, що матриця А системи (16) має обернену матрицю Л-1 ; 

помножимо обидві частини рівності (18) на А~ ]1 зліва:

А ~1А Х  -  Л_ ,В.
Оскільки А ~1А *= Е  і Е Х  =  X, то

Х  =  А ~ 'В . (19)
Отже, щоб розв’язати систему рівнянь (16), достатньо знайти матрицю, 
обернену до матриці системи, і помножити її справа на матрицю з віль­
них членів.

Формулу (19) називають матричним записом розв’язку системи 
(16) або розв'язком матричного рівняння (18).

Зауважимо, що розв’язок системи рівнянь у матричній формі мож­
ливий лише тоді, коли матриця системи иевироджена.

П ри клад
Розв’язати систему рівнянь

*  +  2У =  3:

■ —х  -|- у  22 =  5;

Зх +  г  =  —2 .
О Маємо (див. приклад п. 2.3)

1 2 4 “



За формулою (19) знаходимо

1 2 4
15 ~  15 15
7 1 2
15 15

_  I _2_
5 5 5

15

Отже, х =  — 1 , у  =  2, г  =  1. •

3.4. Розв’язування систем лінійних рівнянь методом Гаусса
Одним з найпоширеніших методів розв’язування систем лінійних 

рівнянь є метод послідовного виключення невідомих, або метод Гаус­
са. Цей метод запропонований К. Гауссом І .грунтується на елементар­
них перетвореннях системи рівнянь (п. 2.1).

Нехай маємо систему (9), яка містить т рівнянь і п невідомих. Оче­
видно, серед коефіцієнтів аі{ хоча б один відмінний від нуля. Якщо ж 
а11 =  0, то першим в системі (9) запишемо те рівняння, в якому кое­
фіцієнт приХі відмінний від нуля. Позначимо цей коефіцієнт через а\і. 

Перетворимо систему (9), виключаючи в усіх рівняннях, крім
першого. Для цього помножимо перше рівняння на — і додамо до

«и

другого, потім помножимо перше рівняння на — і додамо до тре-
°11

тього і т. д. При цьому може статись так, що друге невідоме х2 також 
не входить в усі рівняння з номером і >  1. Нехай хк — невідоме з 
найменшим номером, яке входить в будь-яке рівняння, не рахуючи 
першого. Дістанемо систему

ац*і +  • • • +  а\пХп =  Ь\\

Застосовуючи до всіх рівнянь, крім першого, таку саму процедуру 
1 виконавши ряд елементарних перетворень, дістанемо систему

С11кХк + “І” &2пХп =  Ьі, (20)

СІткХк + “І- о.тпхп — Ьт, її 1, о,\\ =£* 0.

1

а » * *  +

Яз/ +

+  Щпх п =  Ь\\
+  а1пХп =  Ьі, 
+  ОЗпХп =  Ьз; (21)

О щ і Х і ••• “1~ ДтпХп — Ьтг
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Якщо продовжити цей процес, то матимемо систему 
~аи хі +  ••• + а іпх п = Ь 1',

а2кХк +  • • • +  О.ЧпХп =  Ь2]

азіх і +  • • • +  йзпХп =  ьз;

' ' ..........................-  Г (2 2 )
аті х, +  • • • +  агпх п =  Ьг\

0 =  Ьг+ ї ,

і 0  =  Ьт.
Таку систему рівнянь називають східчастою або трапецієподібною* 
Дослідимо цю систему.

1. Якщо система містить рівняння виду 0 =  і =̂= 0, то вона оче­
видно несумісна.

2. Нехай система (22) не містить рівнянь виду 0 — Ь( (Ьі ф  0). На­
звемо невідомі Хц хк, х ь  ..., з яких починаються перше, друге,
г-е рівняння, основними, а всі інші, якщо вони є, вільними. Основ­
них невідомих за означенням г. Надаючи вільним невідомим довільні 
значення і підставляючи ці значення в рівняння системи, з г-го рів­
няння знайдемо Підставляючи це значення в перші г — 1 рівнянь і, 
піднімаючись вгору по системі, знайдемо всі основні невідомі. Оскіль­
ки вільні невідомі можуть набувати будь-яких значень, система має 
безліч розв’язків.

3. Нехай в системі (22) г =  п. Тоді вільних невідомих немає, тоб­
то всі невідомі основні і система (22) має так званий трикутний вигляд ;

« і Л  +  ‘ ‘ =  Ь у
«22*2 +  ' ' * а2пХп =  Ь2,

«пп*л =  Ьп-
З останнього рівняння системи знайдемо хп, і, піднімаючись по си­

стемі вгору, знайдемо всі інші, невідомі. Отже, в цьому випадку сис­
тема має єдиний розв’язок.

З а у в а ж е н н я  1. Викладений нами метод послідовного ви­
ключення змінних називають ще алгоритмом Гаусса. Він складається 
з однотипових операцій і легко реалізується на сучасних ЕОМ.

З а у в а ж е н н я  2. При розв’язуванні системи лінійних рів­
нянь методом Гаусса зручніше приводити до трикутного чи трапеціє­
подібного вигляду не саму систему рівнянь, а розширену матрицю цієї 
системи, тобто матрицю, утворену приєднанням до матриці її  коефіці­
єнтів стовпця вільних членів. Виконуючи над рядками розширеної мат­
риці елементарні перетворення, приходимо до розв’язку системи.
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П риклад
Розв’язати системи рівиянь методом Гаусса:

а) х — у  +  2г =  — 1 ; 

—х  +  2у — Зг =  3; 

2х — у  +  32 =  2\

б) х +  У +  г =  1 ; 

2 х + у  +  2г =  1 ; 

* +  і, +  37=2; 
х  +  32 =  1 ;

в) — *  +  У  +  2 г  =  1 ; 

х  +  2у — г  =  2 ;

2* +  у  — Зг =  І; 
х  +  Ьу =  5.

О а) Виконуємо елементарні перетворення над рядками розширеної матриці 
даної системи (позначатимемо це символом =>):

1 —і 2 —1\ /1 - її 2 —1\
—1 2 - З  3 1 => І 0 1 —І 2

2 —1 3  2 /  \ 0 1 —1 4

Таким чииом, система а) еквівалентна системі

х — у  +  2г =  — 1 ;

О - х  + у  —  г =  2;

, 0 - *  +  0- у +  0- г =  2.

В останньому рівияині вільний член дорівнює двом, а коефіцієнти при невідомих 
дорівнюють нулю (тобто 0 =  2), тому система несумісна,

б) Маємо

1 1
0 3 1 

1 1 1
—1 0 —1
0 2 1
0 2 І

Отже, система б) еквівалентна системі трикутного вигляду

■* +  у  + 2 =  і ; - ,і має єдинии розв язок:
1

* = — - О - , У =  1,  г  =  - і Г
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Отже, система в) еквівалентна системі трапецієподібного вигляду

| - *  +  *  +  2 , =  і ;
І Зу +  г  =  З

і має безліч розв’язків. З  останньої системи знаходимо
{

5 і
Таким чином, розв’язки системи в) мають вигляд х =  -^  і, у  — 1 — -д -, г =  <, де
і — довільне ЧИСЛО (—СО <  < <  — оо).

Зазначимо, що жодну з наведених у цьому прикладі систем не можна розв’язу­
вати ні за формулами Крамера, ні матричним способом. 0

3.5. Однорідна система лінійних рівнянь
Нехай задано однорідну систему т лінійних рівнянь з п невідомими

Ця система завжди має нульовий розв’язок хх =  0, хй =  0, ..., х п =* 
=  0, тому що підстановка нулів замість невідомих в кожне з рівнянь
(23) перетворює їх в тотожності. Ненульові розв’язки (якщо вони іс­
нують) системи (23) можна знайти методом Гаусса.

Покажемо, що для однорідної системи трьох рівнянь з трьома не­
відомими можна знайти загальні формули, що виражають ненульові 
розв’язки через коефіцієнти системи.

Розглянемо систему

Якщо визначник системи А Ф  0, то система має єдиний нульовий 
розв’язок. Дійсно, визначники Ах =  =  Аг =  0 (один стовпець в
кожному визначнику містить тільки нулі), тому за формулами Кра­
мера х  =  0, у  =  0, 2  =  0.

Покажемо, що коли визначник А =  0, то система (24) має безліч 
розв’язків. Розглянемо такі два випадки.

1. Припустимо, що у визначнику Д існує принаймні один відмінний 
від нуля мінор другого порядку. Нехай, наприклад,

аи хі +  а і2*2 +  —  +  а\пХп =  0; 
а2іх і й22*2 • • * +  @2пХп =  0; (23)

атіх і +  ат %х2 +  • • - +  атпх п =  0.

(24)

(25)
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Візьмемо ті рівняння системи (24), що містять відмінний від нуля 
мінор, і запишемо їх  у вигляді

І а ,*  +  айу  =  - а 3г-,
\ ЬІ Х + Ь 2у  =  - Ь * .  и Ь >

Оскільки визначник (25) системи (26) відмінний від нуля, то за фор­
мулами Крамера

- ¥ - ■  (27)х  =

де

Оскільки г  може набувати будь-яких дійсних значень, покладемо г  =  
=  Д • і, де і — довільне дійсне число, тоді з формул (27)

«1 а 2 #2 Яд а з а 1

Ьг Ь,; Дж =
Ь2 3̂ ; = Ь3 Ьг

х  — ■ і; у  =
й 3 й 1

Ь3
і; г  =

(21  Яд 
&і Ьа

і. (28)

Підставляючи розв’язки (28) у третє рівняння системи (24) і вико­
ристовуючи теорему 1, впевнюємося, що формули (28) при будь-якому 
і визначають розв’язки однорідної системи (24)..

2. Нехай тепер визначник системи (24) і всі його мінори другого 
порядку дорівнюють нулю. Це значить, що коефіцієнти всіх трьох рів­
нянь (24) пропорційні, тому система зводиться до одного рівняння з 
трьома невідомими. Надаючи двом невідомим довільних значень, зна­
ходять відповідне їм третє невідоме.

Отже, якщо визначник Д однорідної системи (24) дорівнює нулю, 
то така система має безліч розв’язків.

П р и к л а д
Розв’язати системи рівнянь:

х -\- 2у Зг =  0; 

2лг +■ у  +■ г =  0;

х — у  2г =  0;
О а) Визначник системи

1 2 З

Д =

б) —* 4- У —  2г =  0[ 

х  — у  +  2г =  0;

2х +  у  — г => 0.

2 1 1

1 —1 2
тому система а) має єдиний розв’язок: * =  0 , у  =  0, г =  0.

1

—З

0

Ф  0,

б) Визначник системи
—1 1 —2 —1 1 2

Д = 1 —1 2 = 0 0 0

2 1 —1 2 1 1

=  0.
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тому система б) иевизиачеиа. Всі міиори другого порядку, що містяться у першому 
і другому рядках визначника, дорівнюють иулю. Візьмемо друге і трете рівняння 
системи:

*  — У 4 - 2г =  0;
2х +  у  — г =  0.

ЦІ рівняння містять відмінний від нуля мінор другого порядку

тому за формулами (28) маємо

Огже, система б) має безліч розв’язків: к =■= —*, у =  5і, г =  3/, де ї — довільне 
дійсне число, ф

3.6. Критерій сумісності системи лінійних рівнянь 
Нехай задано систему т лінійних рівнянь з п невідомими:

а і 1 Х 1 +  « 1 2 * 2  + ------  +  а Іп Х п  =  Ь і ,

Складемо основну матрицю А і розширену матрицю А даної системи:

Вичерпну відповідь на запитання про існування розв’язку системи (29) 
дає теорема Кронекера— Капеллі. Наводимо її без доведення.

Теорема 4. Для того щоб система лінійних рівнянь була сумісною, 
необхідно і достатньо, щоб ранг її основної матриці дорівнював рангу 
розширеної матриці.

Якщо ранг основної матриці дорівнює рангу розширеної матриці і  
дорівнює числу невідомих, то система мав єдиний розв’язок.

Якщо ранг основної матриці дорівнює рангу розширеної матриці, 
але менший числа невідомих, то система мав безліч розв'язків [1, 9].

П риклад
Дослідити иа сумісність систему рівнянь

а а1* 1  ~Н а 22*2 + ----  +  а 2пХп =  Ь2; (29)

ат 1-*1 +  Ят2*2 +  • • • +  0.тпх п —  Ьт.

х +  2 у — г =  1 ; 

2х — у +  2г =  3; 

Зх +  У +  г =  5.
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о  Оскільки ранг основної матриці г (А) =  2 , а раиг розширеної матриці т (А) =  
=  3 (перевірте), то задана система рівнянь несумісна. •

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається системою т  лінійних алгебраїчних рівнянь з п невідомими?
2. Яка система лінійних рівияиь називається сумісною; несумісною; визначе­

ною; невизиачеиою?
3. Записати формули Крамера. В якому випадку вони застосовуються5 Довести 

формули Крамера для системи трьох рівияиь з трьома невідомими.
4. У чому полягає метод Гаусса?
5. За яких умов однорідна система лінійних рівнянь має єдиний нульовий роз­

в ’язок; безліч розв’язків?
в. Сформулювати теорему Кронекера — Капеллі.
7. Розв’язати системи рівнянь, користуючись формулами Крамера:

а) З*! Н- 2*1 -|- *я — Б;

+  3*8 +  х3 =  1 ; 

2*і +  -*і +  3*з =11;

б)

«0

хі  +  *8 +  2*з +  3*4 — 1; 
З*, — *а — *3 — 2*4 =  —4:

2*! +  3*а — *3 — *4 =  —6'.
*, +  2*2 3*3 — *4 =  —4.

8. Розв'язати систему матричним способом:

*і +  *8 +  2*з =  —1;
2*, — *8 +  2*з =  —4;
4*! +  *8 +  4*, =  —2.

9. Розв’язати системи методом Гаусса:
2*і +  *і +  *з =  2;

*і — 2*8 +  * , + * 4 = 1 ; б)

*, — 2хг +  *з — *4 =  — 1 ;

* , — 2хг +  *з +  3*4 =  3;

10. Розв’язати однорідні системи:

а) І 2х — Бу +  2г — 0; 
і  * +  Ау — 32 =  0;

11. Дослідити на сумісність системи:

*і +  3*8 +  * , =  Б;

*і +  *, +  5*з =  —7; 
2*, +  3*2 — 3*, =  14.

б) З* +  2у — 2 =  0; 

2 х — у +  Зг =  0; 

* +  у  — г =  0.

а) х +  у  + г  =  2;

2* — 3у  — г =  5; 

х +  у —  г =  7;

б) 2 * і —  * і  +  *з —  5*4 =  4;

2хі +  *8 +  2*8 — *4 =  1; 
6* , —  * ,  +  4* 3 —  11*4  =  6 .

В і д п о в і д і .  7. а) (2; —2; 3); б) (— 1; — 1; 0; 1). 8. (1; 2; —2). 9. а) Хз =  
=  —*і +  2*8, *4 =  1; б) (1; 2; —2). 10. а) (7V, 8/; 13/); б) (0; 0; 0). 11. а) Суміс­
на; б) несумісна.
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Г л а в а  2
ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

Векторна алгебра — розділ математики, в якому вивчаються дії 
над векторами. Векторна алгебра виникла і вдосконалювалась у зв’яз­
ку з потребами механіки і фізики. До 19 ст. величини, що зустрічались 
у механіці і фізиці, задавали числом або кількома дійсними числами. 
Дальший розвиток фізики показав, що деякі з фізичних величин на­
багато доцільніше характеризувати не тільки числом, а й напрямом, 
тобто вектором.

Вперше вектори застосував К. Вессель у 1799 р. для інтерпретації 
комплексних чисел. Проте справжній розвиток векторної алгебри роз­
почався лише в середині 19 ст. і привів до створення нової математич­
ної дисципліни — векторного аналізу.

Апарат векторного числення ефективно використовується в багатьох 
загальнонаукових та інженерних дисциплінах (електро- і гідродина­
міці, теоретичній і технічній механіці, теорії механізмів і машин).

§ 1 . ВЕКТОРИ І ЛІНІЙНІ Д ії З н и м и

1.1. Скалярні і векторні величини
Багато фізичних величин повністю визначаються своїм числовим 

значенням (об’єм, маса, густина, температура тощо); вони називають­
ся скалярними. Але є й такі величини, які крім числового значення ма­
ють ще й напрям (швидкість, сила, напруженість магнітного поля 
тощо). Такі величини називаються векторними.

Будь-яка упорядкована пара точок А і В  простору визначає на­
прямлений відрізок, або вектор, тобто відрізок, що має певну довжину 
і певний напрям. (Термін «вектор» (від лат. vector — переносник) ввів 
у 1848 р. Гамільтон.) Першу точку А називають початком вектора, а 
другу В — кінцем вектора. Напрямом вектора вважають напрям від 
його початку до кінця.

Вектор, початок якого знаходиться в точці А, а кінець — в точці
В, позначається символом А В  або а. Напрям вектора на рисунку по-
казують стрілкою (рис. 2.1). Відстань між початком вектора а =  АВ  
і його кінцем називається довжиною (або модулем) вектора і познача­
ється І а І або І А В  |.

Вектор, довжина якого дорівнює одиниці, називається одиничним.—*
Одиничний вектор, напрям якого збігається з напрямом вектора а, на-

—* —*
зивається ортом вектора а і позначається через с°.

Вектор, початок якого збігається з кінцем, називається нульовим 
—*

1 позначається через о; напрям нульового вектора невизначений, а його 
довжина дорівнює нулю.
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Вектори а і Ь називаються колінеарними, якщо вони 
лежать на одній прямій або на паралельних прямих.
Колінеарні вектори можуть бути напрямлені однаково 
або протилежно. Нульовий вектор вважається колінеар- рис 2 .1

ним будь-якому вектору Вектори а і Ь називаються
рівними (а = Ь), якщо вони колінеарні, однаково напрямлені і мають 
рівні довжини.

В означенні рівності векторів не передбачено якесь певне розмі­
щення їх, тому, не порушуючи рівності, вектори можна переносити 
паралельно самим собі. У зв’язку з цим вектори в аналітичній геомет­
рії називаються вільними. Іноді вільність переміщення вектора об­
межується. В механіці, наприклад, розглядаються ковзні і зв’язані 
вектори. Прикладом ковзного вектора є вектор кутової швидкості при 
обертанні тіла, тому що він може розміщуватися лише на осі обертання. 
Прикладом зв’язаного вектора є сила, прикладена до якоїсь точки 
пружного тіла, оскільки результат дії сили залежить від точки при­
кладання.

Три вектори називаються компланарними, якщо вони лежать в од­
ній площині або в паралельних площинах. Зокрема, вектори компла- 
нарні, якщо два з них або всі три колінеарні. Три вектори вважають­
ся компланарними також у тому випадку, коли хоча б один з них ну­
льовий.

1.2. Лінійні дії з векторами
До лінійних дій з векторами належать додавання і віднімання век­

торів, множення вектора на число.
—** —*+ —*♦

1. Додавання векторів. Сума а +  Ь двох векторів а і Ь за означен­
ням є вектор с, напрямлений з початку вектора а в кінець вектора Ь за
умови, що початок вектора Ь збігається з кінцем вектора а (рис. 2.2). 
Це правило додавання вектора називають правилом трикутника.

Рис. 2.3
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Рис. 2.7

Суму двох векторів можна побудувати також за правилом пара­
лелограма (рис. 2.3).

Щоб побудувати суму будь-якого скінченного числа векторів, по­
трібно в кінці першого вектора побудувати другий, в кінці другого 
побудувати третій і т. д. Напрямлений відрізок, що йде з початку пер­
шого вектора в кінець останнього і буде сумою даних векторів (рис. 2.4).

2. Віднімання векторів визначається як дія, обернена додаванню.
—* —► —*

Різницею а — Ь називається вектор с, який, будучи доданий до вектора
—* ->
Ь, дає вектор а (рис. 2.5).

Два вектори називаються протилежними, якщо вони колінеарні,
довжини їх однакові, а напрями протилежні. Вектор, протилежний —* —» —* —* 
вектору а, позначається через —а. Тоді різницю а — Ь можна тлума­
чити ще й так (рис. 2.6): відняти від вектора а вектор Ь, це все одно, —* —♦ —♦ —* 
що до вектора а додати вектор, протилежний вектору Ь, тобто а — Ь =
=  а  +  ( - £ ) .

—>
3. Множення вектора на число. Нехай задані вектор а Ф  0 і чис-

ло Я, Ф  0. Добутком Яа називається вектор, довжина якого дорівнює
І Я. 11 а |, а напрям збігається з напрямом вектора а, якщо Я >  0, і про-

■—» —*♦ ■—»
тилежний йому, якщо Я. < ; 0. Якщо Я =  0 або а =  0, то %а =  0.

Геометричний зміст операції множення вектора на число такий: 
—* —*

множення вектора а на число Я можна розуміти як «розтяг» вектора а
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в Я, разів при Я >■ 1 і «стиск» при 0 <  Я <; 1. причому при Я <; 0 від-
-» -+ 2

бувається ще й зміна напряму. На рис. 2.7 показано вектори а ,—2а, -д- а.
З означення множення вектора на число випливає, що коли век-

—*+ •“*+
тори колінеарні, то існує єдине число Я таке, що Ь =  Ял і, навпаки, —» —» —> -» 
якщо Ь =  %а, то вектори а і Ь колінеарні.

Лінійні операції над векторами мають такі властивості:
1°. Комутативність відносно додавання векторів:

а -\-Ь = Ь  4 -а.
2°. Асоціативність відносно додавання векторів:

(а 4- Ь) 4- с =  а 4- (Ь 4- с).
—> —»

3°. Асоціативність відносно множення чисел: Я (ца) =  (Яц) а.
4°. Дистрибутивність відносно додавання чисел:

—*
(Я, +  ц) а =  Яа +  Цо- 

Б0. Дистрибутивність відносно додавання векторів:

Я (д +  Ь) =  \ а  4- КЬ.
—^

О Доведемо, наприклад, властивість 5°: нехай а і Ь неколінеарні век­
тори і Я >  0. Побудуємо (рис. 2.8) вектори ОВ =  а 4- Ь, ОЛх =  У а,
ОВ1 =  Я (Ь 4- с). З подібності трикутників ОАВ  і О Л ^  випливає, що
АгВі =  ЯЬ, а із Д  О Л ^  маємо ОЛ, 4- Л ^  =  ОВ1г тобто Яа +  ЯЬ —
*= Я (а 4- Ь). Випадок Я <  0 розглядається аналогічно.

—* —* —» —» —*
Якщо а і Ь колінеарні і а Ф  0, то вектор Ь можна записати у ви-

гляді Ь =  (ш. Тоді, використовуючи властивості 3° і 4°, маємо: Я. (а 4-
4" Ь) =  Я, (а 4" ца) =  Яа 4- ЯЬ. ф

Розглянуті властивості мають велике значення у векторній алгебрі, 
бо вони дають право робити перетворення в лінійних операціях з век­
торами так само, як у звичайній алгебрі: векторні доданки можна пере­
ставляти місцями і сполучати їх в групи, вводити дужки, виносити за 
дужки як скалярні, так і векторні спільні множники.

1.3. Розклад вектора за базисом
Застосовуючи лінійні операції над векторами, можна знаходити 

суми добутків чисел а г, де і =  1, 2, ..., п, на вектори а г : а га, 4- а 2а2 4- 
4- ... 4~ п пап. Вирази такого виду називаються лінійними комбіна­
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ціями векторів, а числа а ,,  що входять в лінійну комбінацію,— її ко­
ефіцієнтами.

Базисом на прямій називається довільний ненульовий вектор на 
цій прямій.

Базисом на площині називається довільна упорядкована пара не- 
колінеарних векторів, а базисом у  просторі — довільна упорядкована 
трійка некомпланарних векторів. Вектори, що складають базис, на­
зиваються базисними. Розкласти вектор за базисом означає зобразити
його у вигляді лінійної комбінації базисних векторів.

-> —> —► —>
Якщо вектори а, Ь, с складають базис і вектор сі розкладений за цим

базисом, тобто й =  аа -Ь РЬ +  ус, то числа а, р, у  називаються коор- 
—► —► —►

динатами вектора й в даному базисі, а вектори аа, РЬ і ус — компонен­
тами, або складовими векторами й. Кажуть також, що вектор (і ліній-

—► -> ->
но виражається через вектори а, Ь і с або є лінійною комбінацією їх.

Теорем а 1. Кожен вектор, паралельний якій-небудь прямій, можна 
розкласти за базисом на цій прямій.

Кожен вектор, паралельний якій-небудь площині, можна розкласти 
за базисом на цій площині

Кожен вектор можна розкласти за базисом у просторі. 
Координати вектора у  кожному випадку визначаються однозначно. 
Не зупиняючись на доведенні цієї теореми [4], розглянемо її гео­

метричний зміст.
Н

Перше твердження теореми означає, що для довільного вектора й, 
колінеарного ненульовому вектору а (рис. 2.9, а), знайдеться таке

ІИ1число а , що й  =  аа. Очевидно, ідо а  =  + - р г г ,  якщо вектори а і сі

т  иоднаково напрямлені, і а  =  — , якщо ці вектори протилежно
Iа І

напрямлені.
Друге твердження означає, що для кожного вектора <1, компла-

нарного з двома неколінеарними векторами а та Ь (рис. 2.9, б), зна-
йдуться такі числа а  та р, що (і =  аа +  РЬ.

-> —►
Щоб указати компоненти аа  та РЬ, досить розкласти вектор сі на

—► —>
суму векторів, колінеарних векторам а та Ь (згадайте розклад сили у 
фізиці на дві складові).

Третє твердження теореми означає, що для кожного вектора сі
—* -> ->

і некомпланарних векторів а, Ь і с знайдуться такі числа а, Р і у, що 
—► ■—» —> —>

сі =  аа +  рь +  ус. Складові а  а, РЬ та ус показані на рис. 2.9, в.
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Таким чином, базис в просторі дає змогу кожному вектору одно­
значно співставити упорядковану трійку чисел (координат цього век­
тора) і, навпаки, кожній упорядкованій трійці чисел а ,  Р і у  за допо-

—♦ —* —♦
могою базису можна співставити єдиний вектор аа +  $Ь +  ус, де  ̂  ̂ ->
а, Ь, с — вектори базису, тобто обраний базис дає змогу встановити 
взаємно однозначну відповідність між векторами і упорядкованими 
трійками чисел.

Приклад
Нехай ABCD  — паралелограм, М і N — середини його сторін (рис. 2.10). Роа-

клйсти вектор DC  за векторами а =  А & , b =  AN.
О 3 трикутників AND  і АМ В  маємо

<Г= AD 4-  -4р DC, ~а — DC  4- - g -  AD .

Якщо з першої рівності знайти вектор AD і підставити його значения в другу, 
дістанемо

І / -  1 3 -*■ 1 -* —► 4 -» 2 -»—* —► І і—► І —* \ 3 І -*
а =  DC +  I .b — ~y  DC  I =  - j -  DC +  - j -  b. DC =  -g -  a — -

Отже, якщо базисними векторами є вектори а =  АМ  і 6 =  A N , то коордииа- 
-*■ 4 —2

тами вектора ОС в цьому базисі є числа -д- і  ̂ ф

1.4. Проекція вектора на вісь
Віссю називається напрямлена пряма. Напрям прямої позначають 

стрілкою. Заданий на осі напрям вважають додатним, а протилежний 
йому — від’ємним.

Проекцією точки А на вісь и називається ос­
нова /4, перпендикуляра А А 1, опущеного з точ­
ки А на дайу вісь. Таким чином, проекція А г 
є точкою перетину осі и з площиною, яка про­
ходить через точку А, перпендикулярно до 
осі и.
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Рис. 2.12

Нехай у просторі задано вісь и I вектор АВ. Позначимо через 
Ах та В г проекції на вісь и відповідно початку А і кінця В  вектора
АВ  і розглянемо вектор А 1В 1 (рис. 2.11).

Проекцією вектора АВ  на вісь и називають додатне число \ А 1В1 \,
якщо вектор А ХВХ і вісь и однаково напрямлені, і від’ємне число —
І А іВ х |, якщо вектор А 1В 1 і вісь и протилежно напрямлені. Проекцію —* —> -+ -» 
вектора а на вісь позначають так: пр иа. Якщо а =» 0, то вважають,
що пр„ а =  0.

Кутом ф між вектором а і віссю и (або між двома векторами) нази­
вається менший з кутів, на який потрібно повернути один вектор або 
вісь, щоб він збігався за няпрямом з другим вектором або віссю: ф =

=  (а, и) =  (а, ип), 0 ф п.
У деяких випадках ми будемо вказувати, від якого вектора і в 

якому напрямі кут відраховується.
Справедливі такі властивості проекцій.
І. Проекція вектора а на вісь и дорівнює добутку довжини векшо- 

—*
ра а на косинус кута ф між вектором і віссю, тобто

при а =  a cos ф.
зх —* —*О Якщо ф —(а, и) с  -я- (рис. 2.12), то при а — | а, | =  | а | cos ф.

(О

Якщо ф >  -g" (рис- 2.13), то пр„ а =  — |ах | =  — | а | cos (л —
—

— ф) =  I а I cos ф.
зх —*Якщо ф =  -g - , то формула (1) справедлива, оскільки пр„ а =  0. #

2°. Проекція суми кількох векторів на дану вісь дорівнює сумі їхніх 
проекцій на цю вісь, тобто

пр„(а + Ь  с) = п р „ а  +  npu Ь +  пр„с . 12)
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О Нехай вектор d =  а +  b +  с (рис. 2.14). Маемо

npud =  |d 1| = | a 1 | +  |b 1| — jc1| =  npu a 4 -n p ub +  np„c. •

3°. При множенні вектора а на число Я, його проекція також помно­
житься на це число:

при (Яо) =  \  при а. (3)

О  Нехай ф =  (а, и) і ф' =  (Ха, и). Якщо Я, >  0, то за форму­
лою (1)

—► —► —► -> 
пр„ (Лд) =  (Ка J cos ф' =  Я, | а | cos ф =  Л, пр„ а;

якщо Я, <  0, то

npu (Ка) =  | Ка | cos ф' =  —Я, | а | cos (л — ф) =  Я, при а. ф

Таким чином, основні властивості проекції вектора на вісь полягають 
в тому, що лінійні операції над векторами приводять до відповідних 
лінійних операцій над проекціями цих векторів.

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається: вектором, ортом, нульовим вектором?
2 . Які вектори називають рівними, колінеарними, компланарними?
3. Як визначається сума двох векторів, сума кількох векторів, різниця двох 

векторів, добуток вектора на число?
4. Сформулювати властивості лінійних операцій над векторами.
5. Що називається базисом иа прямій, иа площині, в просторі? Сформулювати 

теорему про розклад вектора за базисом і з'ясувати її  геометричний зміст.
в . Що називається проекцією вектора на вісь? Сформулювати і довести власти­

вості проекцій.
7. Довести, що при будь-якому розміщенні точок А, В, С  справедлива формула

А Б - f  ВС +  СЛ =  0.

8. У трикутнику ОАВ проведена медіана ОС. Довести, що



^  ♦ —■>
9. Довести, що умова о +  Ь +  с =  0 е  необхідною і достатньою для того, щоб

—* —» —» -> —► —► —► -► —►
з векторів а, Ь, с можна було утворити трикутник (а Ф  0 , Ь Ф  0, с Ф  0).

10. Відомо, що (я, Ь) =  60°, | а | =  5, |~Ь | =  8. Показати, що | а +  Ь | =

■ = К ЇЙ . | о — ~Ь | =  7.
—► -> —* ->

11. Відомо, що (а, Ь) =  120°, | а |  =  4. Показати що пр_,о = —2.
ь

Вказівка. Кожну вісь можна задати вектором, який лежить на цій осі і має з
нею однаковий напрям. Тому символ пр_» а потрібно тлумачити як проекцію вектора

Ь—* —*
а иа вісь, яка визначається вектором Ь.

і  2. СИСТЕМИ КООРДИНАТ

2.1. Декартова система координат
Розглянемо в просторі точку О і деякий базис, що задається векто- -> —*

рами ег, е3 (рис. 2.15).
Сукупність точки і базису називається декартовою системою коор­

динат в просторі на честь французького математика Р. Декарта. Точ­
ка О називається початком координат, а осі, які проходять через по­
чаток координат в напрямі базисних векторів, називаються осями
координат. Перша з них проходить в напрямі вектора ех і називається
віссю абсцис, друга вісь, яка проходить у напрямі вектора е2,— віссю
ординат і третя — в напрямі вектора е3 — віссю аплікат.

Площини, які проходять через осі координат, називаються коорди­
натними площинами.

—У
Всякій точці простору можна співставити вектор ОМ, початок яко­

го збігається з початком координат О, а кінець — з точкою М. Такий 
вектор називається радіусом-вектором точки М відносно точки О. Згідно 
з теоремою 1 існують такі дійсні числа х2, х3, що

ОМ =  ххех +  х2ег +  х3е3. (4)

М(х,;х2;х}) Координати х х, хг, х3 радіуса-векгора 
точки М відносно початку координат на­
зивають декартовими координатами точки

ез  і



М  в даній системі координат і пишуть: М (хх\ х2, ха). Координата хх 
називається абсцисою точки М , координата х2 — ординатою і коор 
дината х3 — аплікатою точки М.

Аналогічно визначаються декартові координати точки на площині 
і на прямій. Різниця лише в тому, що точка на площині має дві коор­
динати, а точка на прямій — одну. Таким чином, якщо в просторі 
обрано декартову систему координат, то кожній точці простору від­
повідає одна упорядкована трійка дійсних чисел — декартові коорди­
нати цієї точки. І навпаки, для кожної упорядкованої трійки чисел 
знайдеться єдина точка простору, для якої ці числа є декартовими ко­
ординатами. Це означає, що обрана тим чи іншим способом декартова 
система координат установлює взаємно однозначну відповідність між 
точками простору і упорядкованими трійками чисел.

Система координат на площині визначає таку саму відповідність 
між точками площини і упорядкованими парами чисел, а на прямій — 
між точками прямої і дійсними числами.

2.2. Прямокутна система координат
Очевидно, декартових систем координат можна задати скільки зав­

годно. Серед них широко використовується прямокутна декартова 
система координат. Щоб визначити цю систему, введемо такі поняття

Упорядкована трійка одиничних попарно ортогональних векторів 
називається ортонормованим базисом. Позначають ортонормований

базис через і, /, Л, де | і | =  | /' | =  | Л | =  1, (і, /) =  (/, ї )  =  (Л, і) =  
  я

2"'

Упорядкована трійка а, Ь, с некомпланарних вектсрів назива­
ється правою (рис. 2.16, а), якщо з кінця третього вектора с найкорот-

—» —*
ший поворот від першого вектора а до другого вектора Ь видно проти
годинникової стрілки; в протилежному випадку трійка векторів а,
Ь, с називається лівою (рис. 2.16, б).

Прямокутною декартовою системою координат (або просто прямо­
кутною системою координат) називається декартова система коорди­
нат, базис якої ортонормований. Прямокутна система координат на­
зивається правою (лівою), якщо її ортонормований базис утворює 
праву (ліву) трійку векторів. Надалі користуватимемося правою си­
стемою координат, яка визначається правим ортонормованим базисом:
і, /, А.

Прямокутну систему координат позначають (рис. 2.17) через 
Охуг (Ох — вісь абсцис, Оу — вісь ординат, Ог — вісь аплікат), а 
координатні площини — через Оху, Оуг, Огх. Вони поділяють простір
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на вісім октантів. При зображенні системи координат, як правило,
показують лише осі координат; вектори і, /, к  не вказують.

Нехай задана прямокутна система координат Охуг і довільна точ­
ка М (рис. 2.17). Радіус-вектор г =  ОМ цієї точки згідно з формулою 
(4) записують у вигляді

г =  хі +  у} +  гк, або г =  (г, у; г). (5)
Координати х, у, г радіуса-вектора точки М називаються коорди­

натами точки М . Точка М з координатами х, у, г позначається через 
М (х; у; г).

З ортогональності базисних векторів системи Охуг випливає, що 
координати точки М дорівнюють відповідним проекціям (п. 1.4) ра­
діуса-вектора цієї точки на осі координат, тобто

х  =  про, ОМ, у  =  про* ОМ, г=Щ) 0гОМ,  (6)
' визначаються проектуванням точки М на координатні осі (рис. 2.18).

Прямокутні координати точки на площині і на прямій визначають­
ся таким самим способом, як і в просторі.

Прямокутна система координат Оху на площині задається точкою 
О — початком координат і двома взаємно перпендикулярними оди-

Рис. 2,1»
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ничними векторами і, /  — базисом системи координат; система коорди­
нат на прямій задається точкою О і одиничним вектором і. Зрозуміло, 
що точка М  (х; у) на площині має лише дві координати (абсцису і 
ординату), а точка М  (де) на прямій — одну.

П риклади
1 . На координатній прямій Ох побудувати точки: Ах (3), Л , (—'2).
2. У прямокутній системі координат Оху побудувати точки Вх (1; 2), В* (2; —3), 

Вз (— 3; 0).
3. У прямокутній системі координат Охуг побудувати точки Сх (1; 2; 3), С, (3; 

- 2; 3), С3 (— 1; - 3 ;  —5).
Побудову точок показано на рис. 2.19, а—в.

2.3. Полярна система координат
Декартова система координат не єдиний спосіб визначати за допо­

могою чисел місце знаходження точки на площині. Для цієї мети ви­
користовують багато інших координатних систем.

Найважливішою після прямокутної системи координат є полярна 
система координат. Вона задається точкою О, яка називається полю­
сом, і променем Ор, який виходить з полюса і називається полярною 
віссю. Задаються також одиниці масштабу: лінійна — для вимірюван­
ня довжин відрізків і кутова — для вимірювання кутів.

Розглянемо полярну систему координат і візьмемо на площині
довільну точку М  (рис. 2.20). Нехай р =  | ОМ | — відстань від точ­

ки О до точки М  і ф =  (Ор, ОМ) — кут, на який треба повернути по­
лярну вісь проти годинникової стрілки, щоб сумістити її з векто­
ром о м .

Полярними координатами точки М  називаються числа р і ф. 
При цьому число р вважається першою координатою і називається 
полярним радіусом, а число ф — другою координатою і називається 
полярним кутом. Точка ЛІ з полярними координатами р і ф познача­
ється так: М  (р; ф). Очевидно, полярний радіус може набувати довіль­
них невід’ємних значень: 0 ^  р <  ~Ь оо полярний кут вважатимемо 
таким, що змінюється в межах 0 ^  ф <  2я. Іноді розглядають кути 
Ф, більші від 2л, а також від’ємні кути, тобто такі, що відкладаються 
від полярної осі за годинниковою стрілкою.

Виразимо декартові координати точки М  через полярні.
Вважатимемо, що початок прямокутної систе- ^>М

ми збігається з полюсом, а вісь Ох — з полярною 
віссю Ор. Якщо точка М  (рис. 2.21) має декарто- 
ві координати х  і у  і полярні р і ф, то г

0 Р
х =  р cos ф, у  — р sin  ф, (7) Рис. 2.20
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р =  У  Xі  +  у2 , ф =  а г ^  . (8)

Зауважимо, що друга з формул (8) дає два значення кута ф, оскіль­
ки він змінюється від 0 до 2л. З цих двох значень кута треба взяти те, 
для якого задовольняються формули (7). Формули (7) називають 
формулами переходу від полярних координат до декартових, а форму­
ли (8) — формулами переходу від декартових координат до полярних.

П риклад

Побудувати точки за полярними координатами: А |з ;  , 6 = ^ 2 ;  -А . п | ,

/ 5
=  (*• ~6~ л  • ^ ані точкн показано на рис. 2 .22.

2.4. Перетворення прямокутних координат на площині
При розв’язуванні задач іноді треба переходити від однієї прямо­

кутної системи до іншої. Виконується такий перехід за допомогою 
формул перетворення координат.

Розглянемо перетворення координат на площині.
1°. Паралельне перенесення осей. Візьмемо дві прямокутні декартові 

системи координат Оху і ОхХ У  з різними початками координат і одна­
ково напрямленими осями.

Нехай точки Ог і М в системі Оху (рис. 2.23) мають відповідно ко­
ординати (а; Ь) і (х; у), тоді координати точки М в системі ОхХУ  за- 
довільняють рівності

X =  х  — а. У — у  — Ь. (9)
Формули (9) називаються формулами перетворення координат при 

паралельному перенесенні осей. Вони виражають координати точок 
в системі ОІХУ  через координати точок в системі Оху.

2°. Поворот осей координат. Нехай на площині задані дві прямо­
кутні системи координат Оху і ОХУ, що мають спільний початок коор­
динат, причому система ОХУ  утворена з системи Оху поворотом осей 
на додатний кут а  (рис. 2.24).
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Знайдемо формули, що виражають координати (х\ у) точки М  в 
системі Оху через координати (X; Y) цієї точки в системі OXY.  Введе­
мо дві полярні системи координат із спільним полюсом О і полярними 
осями Ох і ОХ,  тоді згідно з формулами (7) маємо

х  — р cos (ф +  а )  =  р cos ф cos а  — р sin ф sin  а  =  X  cos а  — К sin  а ;

у  =  р sin  (ф +  а )  =  р s in  ф cos а  +  р cos ф sin  а  =  Y  cos а  +  X  sin  а ,

звідки
X =  x c o s a  +  у sin  a , Y  = — х  sin  а  -f- у  cos а. (10)

Формули (10) називаються формулами перетворення координат при 
повороті осей.

П риклад
В системі Оху точка М  має координати (2; 4). Знайти її  координати в системі 

OXY ,  яка утворюється з системи Оху поворотом на кут л/2.
О  За формулами (10) маємо

п п
Л =  2 cos ~2~ +  4 sin -g -  =  4,

п п
Y =  —2 sin ~2 ~ +  4 cos ~2 ~ =  —2.

Такий самий результат можна діста*гн геометрично, побудувавши точку М  і системи 
координат Оху і О Х У .ф

2.5. Циліндрична та сферична системи координат
У просторі крім прямокутної системи координат часто вживаються 

циліндрична та сферична системи координат.
1°. Циліндрична система координат. Якщо в прямокутній системі 

координат Охуг замість перших двох координат х, у  взяти полярні 
координати р, ф, а третю координату г залишити без зміни, то дістанемо 
циліндричну систему координат (рис. 2.25). Координати точки М  
простору в цій системі записуються у вигляді М  (р; ф; г) .

Залежності між прямокутними координатами точки М (х; у\ г) 
і ї ї  циліндричними координатами М  (р; ф ; z) випливають з формул (7):

X =  р  COS ф, у  =  р  Sin ф, 2 =  Z, (11)
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де
0 ^ р < + о о ,  0 ^ < р < ; 2 л ,  — о о < г < ; + о о .

Отже, якщо прямокутна і циліндрична системи координат розмі­
щені так, як на рис. 2.25, то зв’язок між прямокутними і циліндрич­
ними координатами виражається формулами (11).

2°. Сферична система координат. У системі Охуг візьмемо точку 
М і через цю точку і вісь Ог проведемо площину (рис. 2.26). Нехай 
г — відстань від початку координат до точки М\ ф — двогранний кут 
між площинами Огх і гОМ; 0 — кут між віссю Ог і променем ОМ. Упо­
рядкована трійка чисел г, ф, 0 однозначно визначає положення точки 
М  у просторі. Ці числа називаються сферичними координатами точ­
ки М .

Знайдемо залежність між прямокутними і сферичними координа­
тами точки М . З прямокутних трикутників ONM  і ОРЫ маємо

г =  гсо8 0, р =  гв іл 0, х =  р совф, у =  р БІПф,
тоді

х  =  гвіпОсозф, у  =  г віп 0 вігі ф, г = г с о 8 0 ,  (12)
де

0 ^ г <  + о о ,  0 ^ ф < 2 л ,  О ^ б ^ л -

Таким чином, якщо прямокутна і сферична системи координат роз­
міщені так, як на рис. 2.26, то зв’язок між прямокутними і сферични­
ми координатами виражається формулами (12).

2.6. Поняття про п-вимірний простір
Як уже вказувалось в п. 2.1, між геометричними векторами і їхні­

ми координатами у фіксованому базисі існує взаємно однозначна від­
повідність. При цьому кожному вектору простору сп і вставляється упо­
рядкована трійка чисел, кожному вектору, що належить деякій пло­
щині,— упорядкована пара чисел, а кожному вектору, що належить 
деякій прямій,— дійсне число, і навпаки.
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Упорядковану трійку чисел називають тривимірним вектором, 
а множину всіх тривимірних векторів називають тривимірним про­
стором і позначають через /?3.

Упорядковані пари чисел називають двовимірними векторами, а 
числа — одновимірними. Множини двовимірних і одиовимірних век­
торів називають відповідно двовимірними і одновимірними просторами 
і позначають через /?2 і Яі-

Узагальнюючи простори /?,, /?2, /?з. приходимо до л-вимірного про­
стору /?„, де п — довільне натуральне число.

Упорядкована множина п дійсних чисел хг, х2, .... хп називається
л-виміри им вектором х  і позначається так: х =  (л̂ ; х2\ ...; х„).

Множина всіх п-вимірних векторів називається п-вимірним просто­
ром і позначається через /?„. Якщо довільний вектор х =  (л ;̂ х2; ... 
... ;хп) простору розглядати як радіус-вектор відповідної точкиМ від­
носно початку вибраної системи координат, то координати точки М 
визначаються як координати цього раді уса-вектора. У зв’язку з цим 
п-вимірний простір /?„ можна тлумачити також як множину впорядко­
ваних сукупностей п дійсних чисел.

Простори /?,, /?2, /?3 є окремими випадками простору /?„. їх  можна 
зобразити геометрично; для п >  3 простори /?„ геометрично вже уяви­
ти не можна, проте вони відіграють важливу роль у науці і техніці

Приклади
1. У системі (9) лінійних рівнянь (гл. 1) кожне рівняння можна розглядати як 

(л  +  П-внмірний вектор, бо воно визначається впорядкованою сукупністю (я +  1) 
чисел. Так, перше рівняння визначається вектором

(«п: а\г'- ■ • ■ • о,„; і̂)-
2. Розв'язок системи рівнянь з п невідомими є п-вимірним вектором.
3. Кожний рядок матриці А (гл. 1 , п. 2.1) є л-внмірним вектором, а кожний

стовпець — т-виміриим. Рядки називають горизонтальними, а стовпці — вертикаль­
ними векторами матриці. Отже, довільну матрицю можна розглядати як деяку упо­
рядковану сукупність ЇЇ вертикальних або горизонтальних векторів.

2.7. Лінійна залежність векторів
Розглянемо систему з т п-вимірних векторів

-> —̂ >
^і, ^2» ■ - -, ат (13)

За означенням вектори (13) називаються лінійно залежними, якщо 
рівність

а 1а1 +  а 2а2 +  ••• + а т ат = 0  (14)

можлива за умови, що хоча б одне з чисел щ  Ф  0, де і =  1,2, ..., т. 
Якщо ж рівність (14) можлива лише за умови, що а л =  аг =  ... =  
=  ат =  0, то вектори (13) називаються лінійно незалежними.
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Для з ’ясування питання про лінійну залежність векторів (13)
кожен із заданих векторів щ =  (аи ; а2і, ...; апі) і нуль-вектор о =  
=  (0; 0; 0) запишемо як матрицю-стовпець, тоді векторну рівність
(14) можна записати у матричній формі (гл. 1, п. 2.2):

Маємо лінійну однорідну систему рівнянь (гл. 1, п. 3.5) відносно не­
відомих ос,. Якщо система (15) має лише нульовий розв’язок, то векто­
ри (13) будуть лінійно незалежними. Якщо ж крім нульового система
(15) має ще й ненульові розв’язки, то вектори (13) лінійно залежні.

Наводимо без доведення такі властивості поняття лінійної залеж­
ності [1, 4]:

1) якщо серед векторів (13) є нульовий, то ці вектори лінійно за­
лежні;

2) якщо вектори (13) лінійно залежні,- то після додавання до них 
одного чи кількох нових векторів дістанемо лінійно залежну систему 
векторів;

3) якщо вектори (13) лінійно незалежні, то після відкидання одного 
чи кількох векторів дістанемо знову лінійно незалежні вектори;

4) вектори (13) лінійно залежні тоді і лише тоді, коли один з них 
є лінійною комбінацією інших;

5) якщо два ненульові тривимірні вектори лінійно залежні, то вони 
колінеарні, і навпаки;

6) якщо три ненульові тривимірні вектори лінійно залежні, то 
вони компланарні, і навпаки;

7) чотири (і більше) тривимірних вектори завжди лінійно залежні.
Поняття лінійної залежності має досить глибокий зміст і широко

використовується в математиці. Не вдаючись до подробиць, наведемо 
такі застосування цього поняття [7].

1°. Всяка упорядкована сукупність лінійно незалежних векторів, 
через які лінійно виражається довільний вектор простору, називаєть­
ся базисом цього простору. Неважко переконатись в еквівалентності 
цього означення і означення базисів у просторах /?2,

2°. Максимальне число лінійно незалежних векторів деякого 
простору називається його розмірністю. Розмірність простору дорів­

або
а11а 1 +  й12а 2 +  • ' * +  а 1тОСт  =  0; 
а 2іа 1 а 22а 2 +  • • • +  О-ЪгР-т =  0 ; (15)

а лі°4 +  оп2а„ +  • • • +  аптат =  0.
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нює числу базисних векторів цього простору. Відповідно до цього 
означення пряму лінію розглядають як одновимірний простір /?, з 
одним базисним вектором; площина — це двовимірний простір /?2, 
базис якого містить два вектори і т. п.

3°. Максимальне число лінійно незалежних стовпців матриці до­
рівнює максимальному числу її лінійно незалежних рядків, і це число 
дорівнює рангу матриці.

Розглянемо систему лінійних рівнянь (9) (див. гл. 1) і зафіксуємо 
який-иебудь відмінний від нуля мінор, порядок якого дорівнює ран­
гу матриці цієї системи. Рівняння, у яких коефіцієнти при невідомих 
утворюють обраний мінор, називають базисними. Тоді з твердження 
3° випливає такий важливий для практики висновок: система ліній­
них рівнянь еквівалентна системі своїх базисних рівнянь.

17 риклад
Довести, що вектори а =  ( 1; 2; 3), Ь =  (0; 1; 2), с =  ( 1; 3; — 1) лінійно неза­

лежні. ■ ̂   ̂ >
О  Розв’яжемо рівняння (ца +  а гЬ +  0С3С =  0. Маємо

'« \  / ° \  /  1 \  / ° \  і « і +  «з =  °;
І +  а Л і І  +  а зІ  З І =  |  0 І або! 2а, +  а 2 +  За3 =  0;

\ 2/  \ —\ /  \ о /  І Зах4- 2а а —а 3 =  0 .
Оскільки визначник системи відмінний від нуля (перевірте), то система має єдиний 
розв’язок а , =  0, а 2 =  0, а я — 0. Отже, задані вектори лінійно незалежні. #

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1 . Що називається декартовою системою координат?
2 . Дати визначення декартовнх координат точки: на прямій; на площині; в 

просторі.
3. Визначити прямокутну систему координат. Яка система координат називаєть­

ся правою; лівою?
4. Довести, що координати точки у прямокутній системі дорівнюють відповід­

ним проекціям радіуса-вектора цієї точки на осі координат.
5. Охарактеризувати полярну, циліндричну та сферичну системи координат.
6. Довести формули перетворення координат прн паралельному перенесенні 

осей координат і прн їхньому повороті навколо осі.
7. Дати поняття л-вимірного вектора і л-внмірного простору.
8. З ’ясувати поняття лінійної залежності векторів і сформулювати його власти­

вості.
9. Довести, що вектори а =  (1; — 1; 2), Ь =  (10; 1; 1) і с =  (2; — 1; 6) лінійно 

незалежні.
10. Довести, що вектори а - (3; —2; 1), Ь — (— 1; 1; —2) ,с  =  (2; 1; —3) і сі =  

=  (11; —6; 5) лінійно залежні. Виразити вектор й як лінійну комбінацію векторів 
а, Ь, с.

В і д п о в і д ь ,  д. — 2а — З Ь +  с.
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{ 3. В Е К ТО РИ  В СИСТЕМІ К О О РД И Н А Т

3.1. Координати, довжина і напрямні косинуси вектора
Для того щоб операції над векторами звести до операцій над чис­

лами, розглядатимемо вектори в системі координат.
1. Координати вектора. Нехай в прямокутній системі координат

Охуг задано вектор а. Це означає, що в ортонормованому базисі і, /,
який задає обрану систему координат, вектор а =  ахі +  а*/ +  агк

(п. 1.3), де числа ах, ау, аг — координати вектора а в цьому базисі. 
Але з властивостей проекції (п. 1.4) випливає, що

ах =  про* а, ау =  про* а, аг =  пр0г а. (16)
Отже, координати вектора в системі координат Охуг це його проек­

ції на осі координат.
2. Довжина вектора. Вектор а є діагоналлю прямокутного парале­

лепіпеда (рис. 2.27) з вимірами | ах |, | ау |, | аг |, тому довжина цього 
вектора дорівнює

І « І =  У а І  +  а2у +  аІ. (17)

Якщо початок вектора а =  А В  (рис. 2.28) міститься в точці А
у і, а кінець — в точці В (х2; у2, *я), то з формул (2) і (16) випливає,
що ах =  х2 — х1г ау =  у2 — уи аг =  г2 — ги тобто

АВ  = ( х 2 хх, у2 Уі,  2а (18)

Тоді з формули (17) знаходимо довжину вектора АВ:

АВ = У ( х г — Xj)2 +  (у2 — у х)2 +  (z2 — Zj)2. ( 19)

Цією формулою користуються для знаходження відстані між точка­
ми А \  В. —>

3. Напрямні косинуси вектора. Напрям довільного вектора а =
=  (ах; ау\ az) визначається кутами а, р, у, які утворює вектор а з ося­
ми координат (рис. 2.27):

ХЧ XN

а  =  (а, і), Р =  (а, /), у  =  (a, k), 0 < а ,  р, у <

Косинуси цих кутів називаються напрямними косинусами. Формули 
для напрямних косинусів дістаємо з формул (1) і (16):

cos а  =  cos р =  — cos у =  . (20)
І а І ’ І « І І°І
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Підносячи обидві частини кожної з рівностей (20) до квадрата і 
підсумовуючи, з урахуванням формули (17) дістанемо

cos2 а  cos2 Р +  cos2 у  =  1, (21)

тобто сума квадратів напрямних косинусів довільного вектора дорів­
нює одиниці.

П риклади
1. Задано точки А (0; — 1; 2) і В  (— 1; 1; 4).
Знайти координати, довжину та напрямні косинуси вектора АВ- 
О 3 формул (18), (19) і (20) маємо АВ =  (— 1; 2; 2); | АВ  І =  У 1 +  4 +  4 =  

1 D 2 =  3; cos а  =  — cos р =  cos у  =  -д-. #
2. Чи може вектор утворювати з осями координат кути а  =  Р =  60°, V =“ 30°?

5
О cos2 60° +  cos2 60е cos2 30е =  - j -  ф  1, 

тому згідно з формулою (21) дістанемо на це запитання негативну відповідь. •

3.2. Лінійні дії з векторами. Рівність і колінеарність векторів
1. Д ії з векторами. Якщо відомі координати векторів, то лінійним 

діям з векторами відповідають відповідні арифметичні дії над їхніми 
координатами. Це випливає з властивостей 2°, 3° проекцій (п. 1.4).
Нехай задано вектори а =  (ах; ау\ аг), b =  (bx; by\ bJ  і дійсне число А,,
тоді la  — (Ках\ la y-, kaz), а ±  b =  (ах ±  by, ау ±  by\ az ±  bz).—► —►

2. Рівність векторів. Нехай вектори а =  (ах; ау, аг) та Ь =  (Ьх\ 
Ьу, Ьг) рівні, тобто мають однакові довжини і напрям, тоді з формул 
(1) і (16) випливає, що

ах =  Ьх, ау — Ьу, аг =  Ьг (22)

і навпаки, якщо мають місце формули (22), то а =  Ь. Отже, всяка 
—» —»

векторна рівність виду а =  b еквівалентна трьом скалярним рівностям 
(22).
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3. Колінеарність векторів. Необхідною і достатньою умовою того,
що вектори а =  (ах, ау, аг) та Ь =  (Ьх, Ьу\ Ьг) колінеарні, є пропорціо- 
нальність їхніх проекцій:

а х  а у  а г <Оо\
ь* ~  Ьу -  Ьг ■ ( )

Дійсно, якщо вектори а і Ь колінеарні, то існує таке число А,, що а =
=  ЯА, тоді з формул (22) дістаємо рівності ах = кЬх, ау =  кЬу\ аг =
=  Я,Ьг, з яких випливають формули (23).

П р и к л а д и

1. Знайти вектор а — (ах\ — 1; аг), колінеарний вектору Ь — ( 1; —2; 3).
• — 2 З 1 З

О  3  умов (23) маємо =  _  | =  : ах =  , аг =  . •

2. Довести, що координати орта а0 вектора а =  (ах\ аи\ аг) збігаються з напрям­
ними косинусами даного вектора.

О  о® =  (ах\ о у- аг) =  . - °У . \ =  (соб а :  сов 0;
| їГ | | а |  \ | а |  | а |  | в |  '

с о 5 у)- ф

3.3. Поділ відрізка в даному відношенні. Координати центра мас
Нехай задано відрізок АВ  точками А (л ;̂ уг\ і В (лг2; у2; г2). 

Знайдемо на відрізку таку точку М  (лс; у, г), яка ділить цей відрізок
у відношенні Я., тобто | АМ  | : | М В \ =  Я.. Введемо радіуси-вектори
г, =  ОЛ, =  (хі, у г; гг), г =_ОМ =  (х: у\ г), г2 =  ОВ =  (лс2; уг\ ?*)
(рис. 2.29). Оскільки А М  =  г — М В  — га — г і за умовою А М  =

=  КМВ, то г — г, =  Я. (г2 — г), звідки г =  Прирівнюючи
проекції обох частин цієї рівності на осі координат, згідно з форму­
лами (22) маємо

_  *і +  Ях2 _  Уі +  Яу2 _  2х +  Яг2
1 +  Я ’ » ~  І +  Я ’ 2 ~  1 +  Я, ‘ у >

Зокрема, координати точки, яка ділить від­
різок А В  навпіл (Я. =  1), знаходять за фор­
мулами

* 1 + * 2  У і + У і
*■ —  п • У  — о »

Ч +  г 
2

Виведемо тепер формули для координат

г =  (25)



центра мас системи матеріальних точок М х (д ;̂ ух, гх), /И2 (х2; у2\ г2) , ... 
..., (хп\ у„; г„), в яких зосереджено маси тх, ш2, .... тп. Знайдемо 
спочатку центр маси Ых (лтдг,; у ^ \  2л\) системи двох точок ЛІ, та /И2. 
Оскільки центр маси лежить на відрізку М ХМ3 і ділить його у від-

• Ч Iй  2 ІМ .Л Ч  .ношенні Аі *= — -  =  —А  ■, то за формулами (24)
іл ' А і

« Л + і М і  .. т\Уі +  ЩУі _ Я А  +  " Л
=   т І-д Г Т ^   • =   т .  і  т . .-----  '  =т^ +  тл * *,л'1 т !  +  т 2 ’ тх +  т2

(26)
Точка, координати якої обчислюються за формулами (26), назива­

ється центром мас двох матеріальних точок М х і М2.
Розглянемо тепер систему точок N 1 і М3, в яких зосереджено маси 

т ,  +  т2 і т3 і знайдемо центр маси М2 (хн,\ Уы,', г^,) цих точок. Оскіль­

ки X, =  — ~  ̂ , то з формул (24) і (26) маємот , + т 2 і і

т 1х І +  т 2х2 +  Щ х ъ Щ Уі +  т гУа +  т іУі / т ч
т ,  +  т 2 +  т 3 ’ У^ ~  т ,  +  т 2 +  т ,  1

_  ті*і +  т г2а Ч~ т3г„
" *  ~  ту +  т г +  т3

Точка, координати якої обчислюються за формулами (27), назива­
ється центром мас трьох матеріальних точок М і, М а, М 3.

Методом математичної індукції можна довести, що центр мас си­
стеми п матеріальних точок знаходиться в точці С (хс\ ус\ 2с). де

п п  п

X  тіхі 2  тіУі 2  тігі
V 1--1 1 . ,=*1 7 І*І А*С = -----=--------  , Ус =      » *С =   - --------- •

2  ті 2  ті 2  ті
і= 1  І=1 і—1

З а в д а н н я  дл я с а м о к о н т р о л ю

1. Як визначаються координати і довжина вектора?
2. Як знайти відстань між точками А (хх, ух; z,) і В (х2; у2\ г2)?
3. Що називається напрямними косинусами вектора? Як вони знаходяться?
4. Довести, що напрямні косинуси вектора задовольняють умову cos! а +  

+  cos2 8 +  cos2 v =  1 .
5. Довести, що координатами орта довільного вектора є напрямні косинуси цьо­

го вектора.
6. Як визначаються лінійні операції з векторами, заданими своїми координа­

тами?
7. Які умови рівності та колінеарності векторів, заданих своїми проекціями?
8. У чому полягає задача про поділ відрізка в даному відношенні?
9. Записати формули для координат точки, яка ділить даний відрізок у даному 

відношенні.
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10. У чому полягає задача про центр мас системи матеріальних точок?
11. Вивести формули для координат центра мас двох матеріальних точок.
12. Відомо, що а =  (0; —2; —3), Ь =  (3: 2; 3). Переконатись, що | За +  2Ь | =

=  7.
13. Відрізок між точками А (2; — 3) і В  (6; 8) точками С і D  поділено на три рів­

ні частини. Пересвідчитись, що

_  10  2_ _14_ 13
ХС — з • Ус — з : х о  =  з * Уо =  з •

14. В точках А (—2) і В (7) містяться маси mr =  5 1 ms =  3. Упевнитись, що 

центр мас цих точок міститься в точці С

§ 4 . С К А Л Я Р Н И Й  Д О БУ ТО К  ДВО Х  В ЕК ТО РІВ

4.1. Означення, геометричний та механічний зміст скалярного 
добутку

—*■ —̂ —♦ —*■
Скалярним добутком двох векторів а і b називається число а • Ь, 

що дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута між ними:

а • Ь — I а 11 b I cos <р, (28)

де ф =  (а, Ь) — кут між векторами а і Ь.
—♦ —>

Якщо хоча б один з векторів а чи b нульовий, то за означенням
а • b =  0. Оскільки за формулою (3) | а \ cos ф =  пр-^а, | b \ cos ф =  

—♦
=  пр-b , то з (28) маємоа

а • b =  І а І п р -6  =  \Ь\ пр-^г. (-29)
Q Ь

Формули (29) виражають геометричний зміст скалярного добутку: 
скалярний добуток двох векторів дорівнює добутку довжини одного 
вектора на проекцію на нього другого вектора.

З фізики відомо, що робота А сили F при переміщенні матеріальної
точки з початку в кінець вектора 5 , який утворює з вектором F кут а

(рис. 2.30), дорівнює А =  | F 11 S | cos а , або

А =  F ■ S .  (ЗО)
Отже, робота дорівнює скалярном у добут- 

ку вектора сили на вектор переміщення. 
В цьому суть механічного зм істу скалярного 

Рис. 2.30 добутку.
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4.2. Властивості скалярного добутку

У векторному численні величину а ■ b =  | а 11 b | cos (а, Ь) нази-
вають скалярним добутком векторів а та Ь тому, що, по-перше, ця 
величина є скаляр і, по-друге, має деякі алгебраїчні властивості зви­
чайного добутку чисел.

Розглянемо три алгебраїчні властивості скалярного добутку.
1°. Комутативна властивість множення:

а • b =  Ь • а.

О За означенням скалярного добутку а • b =  | а \ \ b | cos (а, Ь) 

і ' b • а =» I b 11 а I cos (Ь, а). Оскільки | а Ц Ь |  =  | Ь | | а |  як Добу­

ток чисел і cos (а, b) =  cos (Ь, а), тому що (а, Ь) =  (Ь, а), то а • b =  
=  b • а. •

2°. Асоціативна властивість відносно множення на число А.:

(Ка) • b =  А. (а • Ь).
О 3 формул (29) і (3) маємо

(ка) • b =  I b І пр- (ка) =  к I b \ п р -а  — к (а • Ь). •
ь ь

3°. Дистрибутивна властивість відносно додавання векторів:
—► —► —» —> —¥ —> —>
а • (Ь +  с) =  а • b +  а • с.

О Згідно з формулами (29) і (2) дістанемо

а • (Ь +  с) =  І а І пр^ (Ь +  с) =  | а \ пр-+Ь +

—У - » - » - »  —У —У
-4-1 а І прмс — а • Ь +  а ■ с. #

Ці три властивості обумовлюють глибоку аналогію між векторною 
алгеброю і алгеброю чисел. Перша властивість дає змогу міняти місця­
ми множники, друга — об’єднувати числові коефіцієнти векторних 
множників, а третя — розкривати або вводити дужки і виносити за 
них спільні скалярні чи векторні множники. Проте аналогія між 
скалярним добутком векторів і добутком чисел є неповною. Зокрема, 
не існує скалярного добутку трьох і більшого числа векторів; рівність
а ■ Ь =  0 може виконуватись і при ненульових множниках а Ф  0, 

Ь Ф  0, якщо (а, Ь) =  не можна робити висновок, що з рівності
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а • Ь =  а ■ с випливає рівність Ь =  с навіть коли а Ф  0. Рівність

а  • Ь =  а • с при а Ф  0 означає, що (а, Ь— с) =  і правильна при

Ь ф  с.
Наведемо геометричні властивості скалярного добутку.

—♦ —► —► —* —> —♦
4°. Дкщо а ф О і Ь ф О ,  то а • Ь >  0, коли кут (а, Ь) — гострий,

і а ■ Ь <С 0, коли кут <р — (а, Ь) — тупий.
5°. Скалярний добуток двох ненульових векторів дорівнює нулю 

тоді і лише тоді, коли ці вектори взаємно перпендикулярні.
6°. Скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжини

а2 =  \а  |2, (31)
звідки

| а | = К а 2. (32)

Властивості 4°—6° безпосередньо випливають з формули (28).

П риклади
—̂ -+ —> —♦

1. 'Знайти скалярний добуток векторів т  =  2а — 36 і п  =  4а +  56, якщо

| а | =  1, | 6 |  =  2, ( 2 ,6 )  =  у .

О Користуючись властивостями 1°—3°, маємо

т • п =  (2а — 36) • (4а +  56) =  8аа +  10а • 6 — 12а • 6 — 1562 =

=  8аа — 2о Л  — 15&
Застосовуючи формули (28) і (31), знаходимо

т  • л =  8 • І2 — 2 • 1 • 2 - — 15 • 2* =  — 54. *

—> —► —¥ —► —*■ —>
2. Знайти довжину вектора с =  2а —36, якщо | а | =  1 , 1 6 | =  4, (о, 6) =
п

=  Т  •
О За формулою (32) дістанемо 

\ 7 \  =  УГ~с* =  УГ( 2 а — ЗЬ)* =  ^ 4 а 2 — 12д • ? +  962 =  У І24 =  2 У^ЗІ. •

4.3. Вираз скалярного добутку через координати. Кут між век­
торами

—► —►
Нехай задано два вектори а — (ах; ау, а^  та Ь =  (Ьх; Ьу\ Ь1). Знайде­

мо їхній скалярний добуток. Використовуючи властивості 1® і 3° ска­
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лярного добутку, дістанемо

а -Ь — (ахі +  аи} +  агк) ■ (Ьхі +  ь / +  Ьгк) =

=  аф хі} +  афуі ■ і  +  ахЬхі • к +  ауЬхі • / +  ауЬу}г +

+  ОуЬгі • к агЬхк ■ і +  а £ ик - / +  агЬг№.

Оскільки і, \,Ь  — попарно ортогональні орти, то і2 =  /2 =  к2 =  1, 

і  • /  =  і •£  =  / • £  =  0, тому
о • Ь =  охЬх -|- ОуЬу -(- (і]Ьг. (33)

Отже, скалярний добуток двох векторів, заданих координатами
в прямокутній системі координат, дорівнює сумі добутків їхніх від­
повідних координат

Вкажемо на ряд важливих висновків з формули (33).
1. Необхідною і достатньою умовою перпендикулярності векторів 

—♦ “>
а =  (ах\ ау\ аг) і Ь =  Ьх\ Ьу, Ьг) є рівність

ахЬх +  ауЬу +  агЬг =  0. (34)

2. Довжина вектора а =  (ах\ ау\ аг) визначається за формулою

І а І =  V а х 0-у 4- ог . (35)
Формула (35) випливає з формул (32) і (33). В п. 3.1 цю формулу ми
довели іншим способом.

3. Кут ф =  (а, Ь) між векторами а =  (ах. ач\ аг) та Ь =  (Ьх; Ьу\ Ьг) 
визначається рівністю

—> *->

С05 ф  =  —  . (36)
І а І І ЬІ V  а \ +  а* +  а2г V  Ь*х +  +  ь\

Ця формула є наслідком формул (28), (33) і (35).

П р и к л а д и

1. Обчислити, яку роботу виконує сила ґ  =  (2; — 1; 4), яка прямолінійно пере­
міщує матеріальну точку з точки М (— 1; 0; 3) в точку N (2; —3; 5).

О За формулами (18) знайдемо вектор переміщення 5  =  М N =  (3; —3; 2),
тоді за формулами (30) і (33) робота А =  Р • Б =  17. ф

2. Задані вектори а =  (2; 0; —2) і Ь =  (—2; 1; 2). Знайти проекцію вектора 
е =  2а +  Ь на вектор Ь.

О Знайдемо координати вектора с:

1  =  2(2? -  Щ +  (— 2і -1- 1 +  2ІЇ) =  2Ї + 7 — 2к =  (2; 1; —2).
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З формул (29), (33) і (35) дістаємо

6 - е  2 • (— 2) +  1 • 1 + ( — 2) • 2 _______ 7
ПР̂ ~  | 6 |  “  К 4 + 1 + 4  3 •ь

3. Трикутник заданий вершинами А (0; — 1; 2), В (— 1; —2; 7), С (1; —2: 6). 
Знайти його внутрішній кут при вершині А.

0  Користуючись формулами (18) і (36), дістанемо

АВ  =  (— 1; — 1; 5), АС =  (1\ — 1; 4), cos (р =  cos (Л*В, ^ С ) =  - ж  0,91,
9 у  6

< р «25°. •

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається скалярним добутком двох векторів?
2. У чому полягає геометричний та механічний зміст скалярного добутку?
3. Сформулювати і довести алгебраїчні властивості скалярного добутку.
4. Сформулювати і довести геометричні властивості скалярного добутку.
5. Довести, що скалярний добуток векторів, заданих координатами в прямокут­

ній системі координат, дорівнює сумі добутків їхніх відповідних координат.
6. Сформулювати і довести необхідну 1 достатню умову перпендикулярності 

двох векторів, заданих координатами.
7. Записати і довести формулу для знаходження кута між векторами, заданими 

координатами.

8. Відомо, що І а  | =  3, | Ь | =  4, (а, 6) — 120°. Обчислити:

1) а - 6; 2) а2; 3) (о — ?)2; 4) (я +  26) • ( Зо—  26).

9. Знайти кут між діагоналями паралелограма, побудованого на векторах а =

=  2і —  У, ~Ь= — 7 +  2k.
10. Задано точки А (1; 1; 1) і В (4; 5; —3). Знайти проекцію вектора АВ  на вісь, 

яка утворює з координатними осями рівні кути.

В і д п о в і д і .  8. 1) —6; 2) 9; 3) 37; 4) —61. 9. 10.

1 5 . В Е К Т О РН И Й  ДО БУ ТО К ДВО Х В ЕК ТО РІВ

5.1. Означення і властивості векторного добутку
—» -» -» 

Векторним добутком вектора а на вектор b називається вектор с, 
який визначається такими трьома умовами:

1) довжина вектора с дорівнює | с \ =  | а \ | b | sin ф, де ф =  (а, Ь)\
—¥ —* -♦

2) вектор с перпендикулярний до кожного з векторів а і Ь\
3) якщо с ф  0, то вектори а, Ь, с утворюють праву трійку векторів 

(п. 2.2).
Векторний добуток позначають одним із символів:



а х 6

У '
а

й ха
Рис. 2.32

Розглянемо кілька прикладів.
1. Нехай в точці А (рис. 2.31) прикладена сила Г і О — деяка фік­

сована точка. Як відомо з фізики, моментом сили Г відносно точки О
називається вектор М , довжина якого дорівнює добутку сили на плече 
і який напрямлений по осі обертання так, що коли дивитися з його 
кінця, то обертання тіла відбувається проти руху стрілки годинника. 
Оскільки

|Л І| =  |Р|ОЛГ =  Й | г | з і п Ф =  |? Ц 0 4 |8 іп (? , ОЛ),

то момент сили У7, прикладеної в точці А, відносно точки О визнача­
ється векторним добутком

М  =  б  А х  ґ .  (37)

2. Швидкість V точки Р твердого тіла, яке обертається з кутовою 
швидкістю (о навколо нерухомої осі І, визначається за формулою Ейле- 
ра V =  (о X г.

3. Якщо електрон, заряд якого дорівнює е, рухається з швидкістю
V в магнітному полі сталої напруги Н, то на електрон діє сила ґ ,  яка 
визначається за формулою

?  =  7 И Я ) ,

де с — швидкість світла.
Розглянемо алгебраїчні властивості векторного добутку.
1°. А нтикомутативність множення:

а х  Ь =  — (Ь х  а), 
тобто від перестановки множників векторний добуток змінює знак. 
Це випливає з того, що вектори а х  Ь і Ь х  а мають однакові модулі,
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колінеарні і трійки векторів (а, Ь, а X Ь) і (а, Ь, Ь X а) протилежної 
орієнтації (рис. 2.32).

2°. Асоціативність відносно скалярного множника А,;

А,а X Ь =  А, (а х  Ь); а X \Ь  =  А, (а X Ь).

3°. Дистрибутивність відносно додавання векторів:

а х ( Ь  +  с) =  а х Ь  +  а х с .

Алгебраїчні властивості векторного добутку дають змогу при 
множенні лінійних векторів виконувати дії так само, як з алгебраїч­
ними многочленами. Проте при виконанні векторного множення 
слід пам’ятати, що воно некомутативне: при переставлянні співмнож­
ників знак векторного добутку змінюється на протилежний. 

Наведемо геометричні властивості векторного добутку.
4°. Векторний добуток двох векторів дорівнює нулю тоді і лише 

тоді, коли ці вектори колінеарні.
5°. Модуль | а X Ь \ векторного добутку неколінеарних векторів

—*
дорівнює площі 5  паралелограма, побудованого на векторах а і Ь, від­
несених до спільного початку, тобто

5 = | а х Ь | .  (38)

6 °. Векторні добутки ортів задовольняють такі рівності:

і х  і =  /  X /  =  к х  к =  0 . і х  і =  к, /  X АГ =  і,

к X і =  у, І X  і =  — к, к X  і  =  — і, і X  к =  — /.

Приклад

Обчислити | (За — Ь) X  (а — 26) |, якщо | а | =  3 , | 6 \ =  4, (а, Ь) =  .

О (За — і)  X (0 — 26) =  3 (а х  о) — 6 (а х  6) — (б X я) +  2 (Ь х  ї )  =

=  —  6 (а X  6) +  а х  6 =  — 5 (а х  6); | —  5 (а х  6) | =  5 1 а 11  6 1 бі п - у -  =  5 ■ З X  

X  4 • 1 =  60: •

5.2. Векторний добуток двох векторів, заданих координатами
—>

Нехай в прямокутній системі координат задано вектори а =  (ах\ 
ау\ а,) і Ь =  (Ьх, Ьу, Ьг). Покажемо, що векторний добуток вектора а
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а х  Ь =

формулою
—» 
і 1

—»

к
= «X ау

Ьх Ьу Ьг

(39)

О Використовуючи властивості 1°—3° і 6 ° векторного добутку і 
теорему про розклад визначника (гл. 1 , п. 1 .2 ), маємо

й Х І =  (а*7 4- ауі 4- а^к) х  фхі +  Ьу/' 4- Ьгк) =  ахЬх(і х  і) 4- ахЬу (і х  

X/) 4- а А  (Г х  к) 4- ауЬх Ц х і )  +  ауЬу (І X І) +  « А  (/ X %) +  

4- а гЬ х  (к х і)  4- агЬу (к X 7) +  а А  (£ X £) =  (а „Ьг — аД ) і —

— І (ахЬг —  а £ х) 4- ( а А  —  а уЬх) к = а у Ог І — «X ах
Ьу Ь, Ьх Ьг

/  +

+ * = а*
Ьг

П р и к л а д и
1 . Знайти площу трикутника, заданого вершинами А (1; 2; 0), В (0; —2; 1), 

С ( — 1; 0; 2).
О  Площа трикутника АВС  дорівнює половині площі паралелограма, побудо­

ваного на векторах АВ і АС. Оскільки А В = ( — 1; —4; 1), А С =  (—2; —2; 2) і за фор­
мулою (39)

~і 1  ^  _
АВ х  АС =  _  і _  4 і =  — 6і — 6к,

- 2 - 2  2

то за формулою (38) площа =  " у  М В  X АС | =  - у  У^б2 4- б2 =  З У 2. •

2. Знайти момент сили Р =  (1; —2; 4), прикладеної до точки И (1; 2; 3), від­
носно точки В (3; 2; —1).

О  Згідно з формулою (37) момент сили М =  В А X ґ .  Оскільки ВА =  (—2; 
0; 4), то

М =
і і к

— 2 0 4
1 — 2 4

=  8( 4 - 12/ 4- 4к.
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З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю
1. Дати означення векторного добутку двох векторів.
2. Сформулювати властивості векторного добутку.
3. Записати і вивести формулу для обчислення векторного добутку двох векто­

рів, заданих координатами в прямокутній системі координат.

4. Довести, що (а +  6) X (я — 6) =  2 (6 X а).

5. Довести тотожність: (а X Ь)г +  (а ■ Ь)% =  0*6*.
в. Знвнти площу паралелограма, побудованого нв векторах а — т — 2л, 6 —

-» -* я
=  2 т  +  Зл, икщо І т  \ =  \ п | =  1 , (т , п) =

7. Дві сили ґ ]  =  (2; 1; 3) і ґ а =  (1; 3; —5) прикладені в точці А (2; — 1; —2).
Знайти момент рівнодійної цих сил відносно початку координат.

В і д п о в і д і ,  в. 3,5. 7. 15.

$ 6. М ІШ А Н И Й  Д О БУ ТО К  В Е К ТО РІВ

6.1. Означення і обчислення мішаного добутку
—Ь —¥

При множенні двох векторів а і Ь вище було визначено два види до-
—♦ —*

бутків: скалярний, результатом якого є число а • Ь, і векторний, ре­
зультатом якого є вектор а X Ь.

Множення трьох векторів а, Ь і с можна виконати різними способа­
ми. Зокрема, можно утворити такі добутки:

(а ■ Ь) • с, (а х  Ь) X с, (а х  Ь) ■ с.
—♦ —»

Перший з цих добутків відповідає множенню скаляра а • Ь на 
вектор с і не розглядається. Те саме стосується добутків (а • с) • Ь та 
(Ь • с) • а.

—>
Результатом другого добутку є вектор <1, який називається подвій­

ним векторним або векторно-векторним добутком даних трьох век­
торів: _  _  _  _

й — (а х  Ь) X с.
Для знаходження подвійного векторного добутку застосовують 

формули

(а х  Ь) х  с =  (а • с)Ь — (Ь ■ с) а;

а х  (Ь х  с) =  (а ■ с)Ь — (а -Ь)с.
Подвійний векторний добуток часто зустрічається у векторному чис­
ленні, але певного геометричного змісту не має.

Останній з наведених добутків (а х  Ь) ■ с — це скалярний добу­
ток вектора а X Ь на вектор с; його називають мішаним добутком
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векторів а, Ь і с. Цей добуток має чіткий геометричний зміст і широко 
використовується в задачах.

Знайдемо мішаний добуток векторів а, Ь, с, заданих координатами:

а =  (О ,̂ Аг)* Ь =  (Ьх, Ьу, &а)і с =*= (сх, Су, сг).

Координати вектора а х  Ь визначаються за формулою (39):

а х  Ь — аг
bt

І + k.

Помноживши вектор о х  Ь скалярно на вектор с, за формулою 
(33) дістанемо

(а х  Ь) • с = (40)

6.2. Властивості мішаного добутку
1°. Якщо в мішаному добутку поміняти місцями які-небудь два 

множники, то мішаний добуток змінить знак, наприклад:

(а х Ь) • с =  — с ■ (Ь х  а).
Дійсно, якщо в мішаному добутку поміняти місцями два множ­

ники, то це те саме, що у визначнику (40) поміняти місцями два 
рядки, а від цього визначник змінює знак.

2°. При циклічній перестановці множників мішаний добуток 
не змінюється:

( а х  Ь) - с — (Ь х  с) • а — (с х  а) • Ь.
Справді, при циклічній перестановці міняються місцями два рази 

множники, або, що те саме, у визначнику (40) рядок міняється місцем 
два рази, а від цього визначник не змінюється.

3°. У мішаному добутку знаки векторного і скалярного добутків 
можна міняти місцями:

(а X Ь) • с =  а • (b X с).
Дійсно, з властивості 2° і комутативності скалярного добутку 

маємо

(а х  Ь) • с = (Ь  х  с) • а =  а • (Ь х  с).

У зв’язку з цим мішані добутки (а х  Ь) • с (векторно-скалярний 
добуток) і а • (b X с) (скалярно-векторний добуток) скорочено позна­
чають так: abc.
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4°. Модуль мішаного добутку abc  
дорівнює об’єму паралелепіпеда, побу­
дованого на векторах а, b і с, віднесе­
них до спільного початку:

V =  \a b c \.  (41)
О  Візьмемо три некомпланарних

—» —* —*■
вектори а, b і с і побудуємо на цих 

векторах паралелепіпед (рис. 2.33). Об’єм цього паралелепіпеда
V  =  5 /і,

де S — площа основи, a h  — висота. Але S =  | а \ \ b | sin(a, b) =

=  І а х  Ь І, h =  ІАА2 і = |  пр-> -  сі, тому V =  І а х  b 11 пр_ - .с і  =1 oxfc охЬ
=  | ( а х & ) - с |  =  |а Ь с | .  #

5и. Якщо мішаний добуток a b c  додатний, то вектори а, Ь, с утворю­
ють праву трійку, а якщо від’ємний, то ліву.

О 3 формул (29) випливає, що a b c = \ a  X b | пр_у-.с. Якщо 

abc  > 0 , то ПР^Х-* О  0  і кут ф =  (а X Ь, с) гострий, тобто вектори 

а, Ь, с утворюють праву трійку. Якщо а Ьс <  0 , то пр— — с <  0  , кут
а X b

Ф =  (а X Ь, с) тупий, тому вектори a, b і с утворюють ліву трійку. •
6 °. Вектори а, Ь, с компланарні тоді і тільки тоді, коли їхній

мішаний добуток дорівнює нулю.
» -»—► —» —» —» 

О  Якщо a b c  = 0 , то вектор с перпендикулярний до вектора а X b 
—̂ —>

і лежить з векторами a, b в одній площині. Це означає, що вектори 
a, b і с компланарні. Навпаки, якщо вектори а, Ь, с компланарні, то

—► —* —м
можна вважати, що вони лежать в одній площині, тому (а X Ь, с) =

ТТ,

=  a b c  =  0  •
Властивості 4°—6 ° виражають геометричний зміст мішаного добут­

ку трьох векторів.

I I  р и к л а д и
1. Знайти об’єм тетраедра, заданого вершинами А (2; — 1; 0), В  (5; 5; 3), С (3; 

2; —2), D (4: 1; 2).
О Відомо, що об’єм тетраедра V ABCD, побудованого на векторах А В ,  АС, A D ,  

дорівнює шостій частині об’єму паралелепіпеда, побудованого на цнх векторах. То-
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У =  - і -  | ЙВ ЛС М) |.

Знаходимо вектори АВ  =  (3; 6; 3), АС  =  (1; 3; —2), а Ь  — (2; 2; 2). 
За формулою (40) дістанемо

3 6 З

му за формулою (41) маємо

У- Т І
1 З — 2 1 =  3.

2 2 2

2. Довести, що точки А (0; 1; 2), В (—2; 0; — 1) С (— 1; 5; 8), О (1; 6; 11) лежать 
в одній площині.

О Точки А, В, С, О лежать в одній площині, якщо вектори АВ, АС, АО ком-
планарні. Знаходимо вектори АВ  =  (—2; — 1; —3), АС =  (— 1; 4; 6), А й  =  (1; 5; 9). 

Оскільки мішаний добуток
— 2 — і — З

АВ АС АИ = — і =  0 ,4 6

1 5 9

то за властивістю 6° вектори А В, АС і ЯВ компланарні, тому задані точки лежать 
в одній площині, ф

3. Яку трійку утворюють вектори а, Ь, с, якщо а — (1; 2; 3), Ь =  (— і; 0; 2),
<Г= (1; —2; 5)?

О Оскільки мішаний добуток 

а Ьс =

1 2 З
— 1 0 2 =  24 > 0 ,

1 — 2 5
то за властивістю 5° дані вектори утворюють праву трійку. •

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається мішаним добутком трьох векторів?
2. Як обчислюється мішаний добуток трьох векторів, заданих координатами

в прямокутній системі координат?
3. У чому полягає геометричний зміст мішаного добутку?
4. У чому полягає умова компланарності трьох векторів?
5. Довести, що коли вектори а, Ь, с утворюють праву трійку, то а Ь с >  0, а коли

ліву трійку, то аЬс <С 0.
6. Довести, що об’єм тетраедра дорівнює шостій частині модуля мішаного до­

бутку трьох некомпланарних векторів, які утворюють ребра тетраедра.
7. Задані вершини тетраедра А (1; 2; 3), В (9; 6; 4), С (3; 0; 4), £> (5; 2; 6). Пере-

4 __
копатись, що висота тетраедра, опущена з вершини £>, дорівнює 2.

8. Довести, що вектори а =  (і; 9; —11), Ь =  (—1; 6; —6) і с =  (—2; —3; 5) ком-
планарні.

9. Довести, що вектори а =  (8; 4; 1), ? =  (2; —2; 1), <Г= (4; 0; 3) утворюють 
ліву трійку векторів.
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Г л а в а  З
ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ

Аналітична геометрія — це розділ математики, в якому властивос­
ті геометричних об’єктів (точок, ліній, поверхонь, фігур, тіл тощо) 
вивчаються засобами алгебри на основі методу координат.

Основоположником аналітичної геометрії вважають Р. Декарта, 
який вперше в 1637 р. у своїй книзі «Геометрія» дав чіткий виклад ідеї 
методу координат на площині. Р. Декарт запропонував положення 
точки на площині відносно заданої системи координат визначати за 
допомогою двох чисел— її координат, а кожну лінію на площині 
розглядати як множину точок, заданих певною геометричною умовою. 
Ця умова записується у вигляді рівняння, яке зв’язує змінні коорди­
нати точки, що належить даній лінії, і називається рівнянням цієї 
лінії. Такий спосіб дослідження геометричних об’єктів і називають 
методом координат.

Наступний важливий вклад в аналітичну геометрію зробив фран­
цузький учений Ж.-Л. Лагранж, який вперше в 1788 р. у своєму творі 
«Аналітична механіка» запропонував положення вектора визначати 
за допомогою чисел — його проекцій на координатні осі. Розвиток 
ідей Лагранжа привів до створення векторної алгебри.

Метод координат та апарат векторної алгебри широко використо­
вуються в сучасній аналітичній геометрії.

Є 1- Л ІН ІЇ  Н А  П Л О Щ И Н І Т А  ЇХ Н І РІВ Н Я Н Н Я

1.1. Поняття про лінію та її рівняння
Розглянемо рірність

F (х, у) =  0 , (1 )
яка зв’язує змінні величини х  та у.

Рівність (1) називають рівнянням з двома змінними х  і у, якщо ця 
рівність виконується не для всіх пар чисел х, у, і тотожністю, якщо 
вона справедлива для всіх значень х  і у. Наприклад, рівності х  +

у  =  0 і х2 +  у 2 — 9 є рівняннями, а рівності х  +  у  — (х +  
-І- у) =  0  та (х +  у)2 — х2 — 2 ху — у 2 — 0  — тотожностями.

Рівняння (1) називається рівнянням лінії І, яка задана на площині 
відносно певної системи координат, якщо це рівняння задовольняють 
координати х  і у  кожної точки лінії І і не задовольняють координати 
х  і у  жодної точки, яка не лежить на цій лінії.

Коли рівняння (1) є рівнянням лінії І, то кажуть, що це рівняння 
визначає (або задає) лінію І. Отже, якщо лінія задана рівнянням, то 
про кожну точку площини можна сказати, чи лежить вона на цій лі­
нії, чи не лежить. Якщо координати точки задовольняють рівняння 
лінії, то точка лежить на ній, якщо не задовольняють, то не лежить.
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Лінія, яка задана рівнянням (1) відносно певної системи коорди­
нат у площині, є геометричним місцем точок, координати яких задо­
вольняють задане рівняння.

Змінні х  і у  в рівнянні (1) лінії І називаються змінними координата­
ми ї ї  точок.

Нехай лінія / відносно системи координат Оху визначається рів­
нянням (1). В аналітичній геометрії лінії класифікують залежно від 
властивостей цього рівняння. Якщо вираз ґ  (х, у) в рівнянні (1) є 
многочленом від змінних х та у  (тобто сума скінченного числа одночле­
нів ахЬу"1, де а — сталий коефіцієнт, а показники к і т  — цілі додат­
ні числа або нулі), то лінія, що задається цим рівнянням, називається 
алгебраїчною.

Алгебраїчні лінії розрізняють залежно від їхнього порядку. Сте­
пенем одночлена ахкут називається сума к +  т  показників при змін­
них. Степенем рівняння (1) називається найвищий степінь одночлена, 
що входить до його складу. Алгебраїчною лінією /2-го порядку нази­
вається лінія, що виражається рівнянням я-го степеня. Порядок ал­
гебраїчної лінії не змінюється при заміні однієї декартової системи 
на іншу.

Лінія, яка не є алгебраїчною, називається трансцендентною. Ми 
вивчатимемо лише лінії першого та другого порядків, тобто лінії, 
що задаються рівняннями

ах +  Ьу +  с =  0 та ах2 +  Ьу2 4 - сху +  йх  4 - еу +  /  =  0.
Таким чином, лінію на площині можна задати геометрично як сукуп­
ність точок з певними геометричними властивостями і аналітично — 
за допомогою рівняння. У зв’язку з цим виникають дві типові для ана­
літичної геометрії задачі: скласти рівняння лінії, яка задана геомет­
рично, і навпаки, встановити геометричний образ лінії, заданої аналі­
тично. Зазначимо, що в аналітичній геометрії друга задача розв’язу­
ється лише для алгебраїчних ліній першого та другого порядків. За­
гальний метод дослідження ліній, заданих рівняннями, дається в 
курсі математичного аналізу.

Приклади
1. Рівняння у  =  2 х — 1 визначає на площині пряму лінію.
2. Рівняння х2 — у 1 =  0 або ( х +  у ) ( х  — у) =  0 визначають дві прямі — 

бісектриси координатних кутів.
3. Рівняння Xі  4 - у2 =  0 задовольняє лише одна точка О (0; 0). У подібних ви­

падках кажуть, що рівняння визначає вироджену лінію.
4. Рівняння Xі  +  У2 4 - 1 =  0 не визначає ніякого геометричного місця точок, 

оскільки для будь-яких значень х  та у  маємо х2 4 - у2 +  1 >  0.

1.2. Знаходження рівняння лінії за її  геометричними властивос­
тями

Зупинимося детальніше на задачі про складання рівняння лінії, 
заданої геометрично. Для її розв’язання потрібно встановити геомет­
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ричну властивість, яку задовольняють лише точки даної лінії, і за­
писати цю властивість у вигляді рівняння. Таке рівняння пов’язує 
змінні координати точок даної лінії і ті відомі сталі величини, які гео­
метрично визначають саме цю лінію.

П риклади
1. Скласти рівняння лін ії, сума квадратів відстаней кожної точки якої до то­

чок А (— 1; 0) І В (І; 0) дорівнює 4.
О  Нехай точка ЛІ (де; у) лежить на л ін ії, тоді за умовою AM? +  В М 3 — 4. 

Оскільки A M * =  (х +  1)* 4- у 3, В М % =  (де — 1)* +  у3, то (де +  1)* +  у* +  (х — 1)* 4-
4- у* =  4, звідки після спрощень дістаємо шукане рівняння: х* +  jj* =  І. •

2 . Скласти рівняння л ін ії, кожна точка якої розміщена від точки А  ( і ; 2) в два 
рази далі, ніж  від точки В  (—2; 0).

О  Позначимо змінну точку л ін ії через М  (де; у), тоді за умовою A M  — 2В М , 
тобто

/ ( * - ! > * + ( 0 - 2 ) *  =  2 "|/"(де4~ 2)* 4~Уіш 

Перетворюючи це рівняння, маємо

Зха 4- Зу* 4- І8* 4- 4«/ -f 1 і =  0. •

1.3. Полярні рівняння лінії
Рівняння Ф (р, ф) =  0 називається рівнянням лін ії І в молярних 

координатах, або полярним рівнянням, якщо його задовольняють 
полярні координати р і ф будь-якої точки лінії і і не задовольняють 
координати жодної точки, яка не лежить на цій лінії. Щоб від поляр­
ного рівняння лінії перейти до рівняння ( 1), потрібно полярні коорди­
нати в рівнянні Ф (р, ф) =  0 виразити через декартові (п. 2.3, гл. 2).

П ри клади
1. Спіраллю Архімеда називається л ін ія , описана точкою, що рівномірно ру­

хається по променю, який сам рівномірно обертається навколо свого початку. Рів­
няння спіралі Архімеда (рис. 3.1) має вигляд р =  аф, де а >  0 — стала величина.

2. Равликом Паскаля називають криву (рис. 3.2), що задається рівнянням р =  
=  a cos ф 4- Ь.

3. Лемніскатою Бернуллі називають криву, що задається рівнянням р =  
=  а У cos 2ф і має вигляд вісімки (рис. 3.3). У прямокутних координатах рівняння 
лемніскати Бернуллі записується складніше: (х3 4- У2)* — а2 (де* — у 3) =  0.

4. Трипелюстковою розою називають криву (рис. 3.4), що задається рівнянням 
р  =  a cos Зф.

Б. Координатними лініями  називають лін ії, в яких одна з координат є сталою 
величиною. У декартових координатах координатні л ін ії утворюють два сімейства 
прямих, паралельних одній з осей координат (рис. 3.5, а). У полярних координатах 
лінії р  =  const утворюють сімейство концентричних кіл з центром у полюсі, а ЛІНІЇ 

Ф =  const — сімейство променів, що виходять з полюса (рис. 3.5, б).

1.4. Параметричні рівняння лінії
Нехай залежність між змінними х  і у  виражена через третю змінну 

t, тобто
x  =  x(t) ,  у  =  у  (/). (2)
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Змінна t називається параметром і визначає 
положення точки (х; у) на площині. Наприк­
лад, якщо х =  2і +  1 , у  =  /2, то значенню 
параметра t =  3 відповідає на площині точка 
(7; 9), тому що х =  2 • 3 +  1 =  7, г/ — З2 =
=  9.

Якщо t змінюється, то точка на площині 
переміщується, описуючи деяку лінію І. Та­
кий спосіб задання лінії називається параме­
тричним, а рівняння (2 ) — параметричними 
рівняннями лінії І. Щоб від рівняння (2)
перейти до рівняння ( 1 ), потрібно будь-яким способом з двох рів­
нянь (2 ) виключити параметр t (наприклад, з першого рівняння 
виразити через х і результат підставити в друге рівняння). Але такий 
перехід не завжди доцільний і не завжди можливий, тому доводиться 
користуватись параметричними рівняннями (2).

Приклади
1. Розглянемо траєкторію точки кола, яке котиться без ковзання вздовж не­

рухомої прямої. Якщо вздовж осі Ох котиться без ковзання коло радіуса R, то будь- 
яка нерухома точка кола описує криву, яка називається циклоїдою (рис. 3.6) і зада­
ється рівнянням

x =  R ( t  — s in /) .  y  =  R (  1 — cos/); — о о < / <  +  оо.
Якщо параметр і змінюється від 0 до 2л, то дані рівняння визначають першу арку 
циклоїди, якщо 2л <  t <  4л — то другу арку і т. д.

Циклоїда є найпростішою з кривих, які описує на нерухомій площині точка од­
нієї лінії, що котиться без ковзання по другій лінії.

" Є ) '  О '
а>в а<8

Рис. 3.3.

Р и с . 3.4
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2. Гіпоциклоїдами (рис. 3.7, а) 
та епіциклоїдами (рис. 3.7, б) нази­
ваються криві, які описує точка 
кола, яка котиться по нерухомому 
колу усередині та ззовні. Вигляд 
і рівняння кривих залежать від 
відношення радіусів кіл.

Гіпоциклоїда при відношенні 
радіусів і : 4 називається астроїдою 
(рис. 3.8, а), а епіциклоїда при від­
ношенні радіусів 1 : 1 називається 
кардіоїдою (рис. 3.8, б). Параме­
тричні рівняння астроїди мають 
такий вигляд:

х =  R cos3 t ,  y  — R s in 3 t;
0 <  t  c  2л.

Кардіоїда задається параметрични­
ми рівняннями

х =  2/? cos / (1 + c o s  t), у  =  2R  sin / (1 -f- cos /); 0 ^ f < 2 n .
Простіше записується полярне рівняння кардіоїди:

р =  2R (1 +  cos ер).
Усі ці криві широко застосовуються в теорії механізмів.

3. Евольвентною розгорткою кола (від латинського evolvo — розгортати) на­
зивається крива, що задається рівняннями

х  =  R (cos / / s i n (), у  =  R (sin t — fco s f):  0 ^ t <  +  oo.
Механічне креслення евольвенти виконується так: на коло туго намотують гнуч­

ку й нерозтяжну иигку, закріплену в точці А (рис. 3.9), і з вільним кінцем М  в цій 
точці. Відтягуючи нитку за вільний кінець, змотують її  з кола; точка М при цьому 
описує дугу евольвенти кола, тобто, якщо М — довільна точка евольвенти, то дов­
жина дуги АВ  дорівнює довжині відрізка MB.

Профілі переважної більшості зубців зубчастих коліс окреслені з боків дугами 
евольвенти кола.

1.5. Векторне рівняння лінії
^  —►

Лінію можна задати також векторним рівнянням r  =  r (f), де / — 
скалярний змінний параметр. Кожному значенню і0 відповідає ціл-
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ком визначений вектор г0 =  г (/„) площини.
Таким чином, якщо параметр І набуває певної
множини деяких значень, то рівняння 7  =
=  г (0 задає деяку множину векторів. Якщо 
від точки 0 (рис. 3.10) площини відкласти
вектори ОМ =  г, то геометричне місце точок, 
які збігаються з кінцями цих векторів (за 
умови, що всі вектори компланарні), визначить на площині деяку 
лінію І.

^  ^
Векторному параметричному рівнянню г =  г (/) в прямокутній 

системі координат Оху відповідають два скалярних рівняння:
х =  х ( 0 , */ =  */(/),

тобто проекціями на осі координат векторного рівняння лінії є її 
параметричні рівняння.

Векторне рівняння та параметричні рівняння лінії мають такий 
механічний зміст: якщо точка рухається на площині, то вказані рів­
няння називаються рівняннями руху точки, а лінія І — траєкторією 
точки; параметром / при цьому є час.

1.6. Про залежність рівняння лінії від вибору системи координат
У попередніх прикладах вказувалось, що одну й ту саму лінію 

можна задати різними рівняннями. Таким чином, вигляд рівняння 
лінії залежить від вибору системи координат або, що те саме, від 
розміщення лінії відносно системи координат. Рівняння лінії зміню­
ється як при переході від однієї декартової системи до іншої, тобто при 
перетворенні координат (гл. 2 , п. 2 ), так і при переході від декарто- 
вих до будь-яких інших координат (гл. 2, п. 2.5).

У зв’язку з цим виникають такі задачі: як обрати таку систему 
координат, у якій рівняння лінії, заданої геометрично, було б найпро­
стішим, або як замінити систему координат, щоб задане рівняння лі­
нії спростилось? Подібні задачі ми розглядатимемо при вивченні лі­
ній другого порядку.

Усе сказане тут про залежність рівняння лінії на площині від ви­
бору системи координат однаково стосується і рівнянь поверхонь та 
ліній у просторі. Про це йтиметься в § 2.

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається рівнянням з двома змінними? Яка різниця між рівнянням 
і тотожністю?

2. Що називається рівнянням лінії на площині?
3. Яка лінія називається алгебраїчною? Що називається порядком алгебраїч­

ної лінії? Як записуються в загальному вигляді алгебраїчні лінії першого та другого 
порядків?
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4. Як знайти рівняння лінії за ї ї  геометричними властивостями?
5. Що називається полярним рівнянням лінії? Навести приклади.
6.. Як записуються векторне та параметричні рівняння лінії? У чому полягав 

їхній механічний зміст? Навести приклади.
7. Чому вигляд рівняння лінії залежить від системи координат?
8. Побудувати лінії, задані рівняннями в декартових координатах: а) у  =  2х +  

+  і; б) Xі  +  у* =  і; в) у  =  cos х.
9. Побудувати лінії, задані полярними рівняннями: а) р =  5; б) <р =  -£L; 

в) р =  2 cos ф.
10. Побудувати лінії, задані параметричними рівняннями: а) х =  / — 1, (/=* 

=  2/ +  1; б) х  =  - j -  , y =  t*; в) х  =  2 cos і ,  у  =  2 sin t.

11. Точка М рухається так, що під час руху залишається весь час у два рази 
ближчою до А (1; 0), ніж до В (4; 0). Скласти рівняння її  траєкторії.

12. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої рівновіддалена від точки А (3; 0) 
і прямої х  +  3 =  0.

В і д п Ь в і д і .  8. Рис. З.І1. 9. Рис. 3.12, 10. Рис. 3.13, 11. ** +  ^* =  4.
12. у 3 =  12х.
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б 2. ПОВЕРХШ І ЛІНІЇ В ПРОСТОРІ. ЇХНІ РІВНЯННЯ

2.1. Поверхня та ї ї  рівняння
Розглянемо співвідношення

/=■ (х , у, г) =  0 (3 )

між трьома змінними величинами х, у, г.
Рівність (3) називають рівнянням з трьома змінними х ,у ,г ,  якщо 

ця рівність не виконується для всіх трійок чисел X, у , г, і тотожністю, 
якщо вона справджується при будь-яких значеннях х, у, г.

Припустимо, парою значень х =  х0 і у  =  у0 з рівняння (3) визна­
чається єдине значення г — г0. Упорядкована трійка чисел хс, у0, 
г0 у заданій прямокутній системі координат визначає точку М  (х0; 
У о* го)-

Сукупність всіх розв’язків г рівняння (3), які відповідають певним 
значенням х  та у, визначає в просторі деяке геометричне місце точок 
М  (х; у\ г), яке називається поверхнею (рис. 3.14), а рівняння (3) — 
рівнянням цієї поверхні.

Отже, рівняння (3) називається рівнянням поверхні відносно зада­
ної системи координат, якщо це рівняння задовольняють координати 
х, у, г кожної точки даної поверхні і не задовольняють координати 
х, у, г жодної точки, яка не лежить на цій поверхні.

Поверхнею, заданою рівнянням (3) відносно певної системи коор­
динат, називається геометричне місце точок М  (х; у\ г), координати 
яких х, у, г задовольняють дане рівняння.

Якщо вираз ґ  (х; у; г) в рівнянні (3) є многочленом від 
х, у, г, тобто сумою скінченного числа одночленів ах',утгр із сталими 
коефіцієнтами а і невід’ємними цілими показниками к, т, р, то 
поверхня, яка задається цим рівнянням, називається алгебра­
їчною.

Неалгебраїчні поверхні називаються трансцендентними. Поряд­
ком алгебраїчної поверхні називається степінь многочлена, яким 
задається дана лінія.

Ми розглядатимемо лише алгебраїчні поверхні першого порядку 
і деякі алгебраїчні поверхні другого поряд­
ку. Отже, як і лінію на площині, поверхню 2
в просторі можна задати геометрично і ана 
літично. Якщо поверхня задана геометрично 
то виникає задача про складання рівняннї 
цієї поверхні і, навпаки, якщо поверхня за 
дана рівнянням, то постає задача про її гео 
метричні властивості.

Приклад
Скласти рівняння геометричного місця точок, рів- 

новіддаленлх від точок А (1; — і; 2) і В (0; —2; 3). Рнс. 3.14
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г О Нехай точка М {х\ у,  г) лежить на заданій

t/ П
V ( x —  1)> +  (^ + 1 )*  +  ( г - 2 ) 2  =

=  / ( * - 0 ) а +  (у +  2)2 +  (г — 3)“ ,

F2(x,y,z)*0
звідки після спрощень дістаємо шукане рівняння 
2х +  2у — 2г +  7 =  0. •

2.2. Рівняння лінії в просторі

Рис. 3.15

У Лінію І в просторі можна розглядати 
як лінію перетину двох поверхонь, або гео­
метричне місце точок, ідо знаходяться од­

ночасно на двох поверхнях; отже, якщо ^  (х, у, г) =  0 і ґ 2 (*. У< 
г) — 0 рівняння двох поверхонь, які визначають лінію / (рис. 3.15), 
то координати точок цієї лінії задовольняють систему двох рівнянь 
з трьома невідомими:

Рівняння системи (4) сумісно визначають лінію І і називаються 
рівняннями лінії в просторі.

Лінію в просторі можна розглядати також як траєкторію рухомої 
точки. При такому підході лінію в просторі задають векторним пара­
метричним рівнянням

Векторному параметричному рівнянню (5) відповідають скалярні 
параметричні рівняння

— проекції вектора (5) на осі координат. Таким чином, векторні рів­
няння лінії на площині і в просторі мають однаковий вигляд і однако­
ву суть, а відповідні параметричні рівняння відрізняються лише кіль­
кістю рівнянь, яка залежить від числа базисних векторів на площині 
і в просторі.

Приклади
1. Якщо деяка точка М рівномірно рухається по твірній кругового циліндра, 

а сам циліндр рівномірно обертається навколо своєї осі, то точка М опнсує криву, 
яка називається гвинтовою лінією.

Радіусом гвинтової лінії називають радіус циліндра, а її віссю — вісь циліндра. 
Відстань, на яку зміститься точка вздовж твірної при повному оберті циліндра, на­
зивається кроком гвинта і позначається через h. Щоб вивести рівняння гвинтової 
лінії, візьмемо вісь циліндра за вісь Ог, а площину Охг — за початок відліку кута 
повороту циліндра (рис. 3.16, а).

Нехай /_NOB  =  і і М (х\ у\ г) — довільна точка гвинтової лінії. Координати 
х 1 у  точки М збігаються з координатами точки В (рис. 3.16, б): х =  R  cos /, у  =

Fi (х , у, z) =  0 ; 
Fa (х, у, z) =  0 .

(4)

r =  r(t). (5)

X =  x(t), y = y ( t ) ,  Z =  z(t)
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*= R  sin /, де R — радіус циліндра. Щоб визначити координату z, побудуємо роз- 
гортку циліндра N N J ) ^  (рис. 3.16, в), в якій N N Y — 2nR, NlD 1 =  ND  =  h, 
NB  =  Rt, BM  =  z. З подібності трикутників NMB  і ND^N^ дістанемо

г Rt h
~h =  2nR ' г =  ~2n t-

Таким чином, параметричні рівняння гвинтової лінії мають вигляд
h

x = R c o s t ,  у  =  R sin t, z =  gji t

—> —* —> її/ —*
або у векторній формі r (t) =  R cos t і  +  R sin II +  k.2n

2. Лінія, яка задається рівняннями
( Xі  + 1/® +  z® =  R2;
I +  i/a +  Ях =  0,

утворюється при перетині циліндричної та сферичної поверхонь (§ 7) і називається 
лінією Вівіані (рис. 3.17).

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається рівнянням поверхні?
2. Що називається алгебраїчною поверхнею n-го порядку?
3. Як аналітично задати лінію, яка утворюється при перетині двох повер­

хонь?
4. Як аналітично задати лінію, яка є траєкторією рухомої точки?
5. Упевнитись, що точка А  (і; 0; — 1) лежить на поверхні х* +  уг +  2z* — 3 =

*= 0, а точка В (1; 2; 0) — не лежить на ній.
6. Пересвідчитись, що точка А (і; 2; 3) лежить на лінії, яка визначається систе­

мою рівнянь
Г** +  ^ _ 2* +  6 =  0 ;
І х  +  2у — 3z +  4 =  0.

7. Вивести рівняння геометричного місця точок, суми відстаней яких від двох 
даних точок А (0; 0; —4) і В (0; 0; 4) — величини сталі і дорівнюють І0.

X і  у а г®
В і д п о в і д ь , 7- д -{- д 25 =  і»
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б 3 . П Р Я М А  Н А  П Л О Щ И Н І

3.1. Різні види рівнянь прямої на площині
Пряма на площині геометрично може бути задана різними способа­

ми: точкою і вектором, паралельним даній прямій; двома точками; 
точкою і вектором, перпендикулярним до даної прямої, тощо. Різним 
способам задания прямої відповідають у прямокутній системі коорди­
нат різні види її рівнянь.

Нехай пряма (на площині чи в просторі) проходить через задану
-—>

точку М 0 паралельно заданому ненульовому вектору й, який назива­
ється напрямним вектором прямої. Пряма має безліч напрямних век­
торів, їхні відповідні координати пропорційні. Точка М 0 і ї ї  напрям­
ний вектор цілком визначають пряму, тому що через точку УИ„ можна
провести лише одну пряму, паралельну вектору в. Складемо рівняння 
цієї прямої. Позначимо через М  (рис. 3.18) довільну точку прямої і
розглянемо радіуси-вектори г0 — ОМ0 та г =  ОМ точок Л40та М  і век­
тор М 0М , що лежить на даній прямій.

Оскільки вектори М 0М  ~  г — г0 і ї  колінеарні, то г — г0 =  в/, 
звідки

г =  г0 +  &. (6 )
Змінна £ у формулі (6) може набувати довільних дійсних значень і 

називається параметром, а рівняння (6) називається векторним пара­
метричним рівнянням прямої.

Векторне параметричне рівняння прямої має однаковий вигляд і 
на площині, і в просторі.

Якщо пряма І розглядається на площині 1 задається точкою
М 0 (х0; у0) та напрямним вектором в =  (т; п), то, прирівнюючи відпо­
відні координати векторів г та г0 +  в/ за формулою (6), маємо

х  =  х 0 +  ті, у  =  у0 +  т , (7)
звідки

х  *0 __ У Уо АА
т п '  *

Рівняння (7) називаються параметричними рівняннями прямої, а 
рівняння (8) — її канонічним рівнянням.

Зокрема, якщо пряма проходить через точку М0- (х0; у ^  паралельно
осі Ох, то ї ї  напрямний вектор в =  (т ; 0), тому рівняння (8) набирає 
вигляду

*  — *о _  У  — Уо . 
т 0
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Як відомо, добуток середніх членів пропорції дорівнює добутку край­
ніх членів. Тому маємо (у  — у0) т =  (х — х0) • 0, звідки у  =  у 0. 
Це і є рівняння прямої, яка паралельна осі Ох.

Аналогічно, якщо пряма проходить через точку М0 (х0; у0) пара­
лельно осі Оу, то її  рівнянням є х  =  х0.

Виведемо рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. Якщо пряма 
не перпендикулярна до осі Ох, то рівняння (8) можна записати у ви­
гляді

У ~У о =  ~ ( х  — х 0) або у  =  ~ х  +  ^у0 — ~  х0| .

Позначивши —  =  к, уп  — х  =  Ь, дістанемот т

у  — Уо =  к (х  — х0) (9)
або

у  =  к х + Ь .  (10)

Відношення £ =  а , де а  — кут, утворений прямою з
додатним напрямом осі Ох (рис. 3.19), називається кутовим коефі­
цієнтом прямої, а величина Ь =  у0  х0 — ордината точки пере­
тину прямої з віссю Оу Якщо пряма проходить через початок коорди­
нат, то Ь =  0  і рівняння такої прямої має вигляд

У =  кх. (11)

Рівняння (9) називається рівнянням прямої, яка проходить через 
задану точку і має заданий кутовий коефіцієнт, а рівняння (10 ) — 
рівнянням прямої з. кутовим коефіцієнтом.

Рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки М г (д ;̂ у^  
та М 3 (ха; у2), дістанемо з рівняння прямої, що проходить через точку
ЛІ! і має напрямний вектор в =
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Рис. 3.20 Рис. 3.21

Рівняння (12) називається рівнянням прямої, яка проходить через дві 
задані точки.

Зокрема, якщо пряма прохо ить через точки А (а; 0) та В  (0; Ь), тоб­
то відтинає на осях відрізки а та & (рис. 3.20), то з рівняння (11) маємо

а б °  ■ £ + ■ £ ■ =  1- (1 3 >

Рівняння (13) називається рівнянням прямої у  відрізках на осях. 
Розглянемо рівняння прямої, яка проходить через задану точку

Мі (хг-, уі) перпендикулярно до заданого ненульового вектора п — 
=  04; В).

Візьмемо на прямій І довільну точку (рис. 3.21) М  (х; у) і введемо
вектор М ±М =  (х — Ху, у  — у ^ .  Оскільки вектори п  і М іМ  перпен­
дикулярні, то їх скалярний добуток дорівнює нулю, тобто

А {х — х 1) +  В (у  — у1) = 0 .  (14)

Рівняння (14) називається рівнянням прямої, яка проходить через 
задану точку перпендикулярно до заданого вектора.

Вектор п =  (А; В) називається нормальним вектором прямої. 
Пряма має безліч нормальних векторів. Усі вони паралельні, отже, 
їхні відповідні координати пропорційні.

3.2. Загальне рівняння прямої та його дослідження 
Усі одержані вище рівняння прямої лінії є рівняннями першого 

степеня відносно змінних х  і у , тобто лінійними рівняннями. Отже, 
рівняння будь-якої прямої, яка лежить в площині Оху, є лінійним рів­
нянням відносно X і у.

Покажемо, що правильним буде й обернене твердження: кожне 
лінійне рівняння

А х  +  Ву  +  С = 0  (15)
з двома змінними х  і у  визначає на площині в прямокутній системі 
координат п яму лінію.
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ДІЙСНО, ЯКЩО (*!, г/х) — будь-який розв’язок рівняння (15), то

А*і +  Вуї +  С =  0 . (16)
Віднімаючи почленно від рівняння (15) рівність (16), дістаємо

А (х  — хі) +  В (у — уі) = 0 .  (17)

Рівняння (17) еквівалентне рівнянню (15) і згідно з формулою (14) 
визначає на площині Оху пряму, яка проходить через точку Мі (хи
Уі) перпендикулярно до вектора п =  (А ; В), тобто рівняння (15) та­
кож визначає пряму і називається загальним рівнянням прямої. Кое­
фіцієнти А і В при невідомих х  і у  загального рівняння є координата­
ми її нормального вектора.

Кожне з рівнянь (7) — (14) зводиться до рівняння (15), отже, кож­
на пряма лінія задається рівнянням (15), і  навпаки, кожне рівняння 
(15) визначає на площині Оху пряму. Це означає, що кожна пряма — 
це лінія першого порядку, і навпаки, кожна лінія першого порядку 
є пряма.

Дослідимо загальне рівняння, тобто розглянемо окремі випадки 
розміщення прямої в системі координат Оху залежно відзначень кое­
фіцієнтів А , В і С.

1. Якщо А Ф 0 , В Ф  0, С ф  0, то рівняння (15) зводиться до рів­
няння прямої'у відрізках на осях

 У—  - 1
—С/.4 ^  —С/В  ’ 

тобто пряма перетинає осі координат в точках з координатами (— о |

2. Якщо А =  0, то пряма Ву +  С =  0 паралельна осі Ох і прохо­
дить через точку ^ 0 ; оскільки нормальний вектор п — (0; В)

прямої перпендикулярний до осі Ох, а координати даної точки задо­
вольняють рівняння прямої.

3. Аналогічно попередньому, якщо В =  0, то пряма А х  +  С =  0
паралельна осі Оу і проходить через точку ^ о | .

4. Якщо С =  0, то пряма Ах  +  Ву =  0 проходить через початок 
координат, тому що координати точки О (0 ; 0 ) задовольняють рівняння 
прямої.

5. Якщо А =  С =  0, то згідно з попереднім рівняння Ву  =  Оабо 
у  =  0 визначає вісь Ох.

6 . Якщо В =  С =  0, то рівняння А х — 0 або х  =  0 визначає 
вісь Оу.
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3.3. Кут між двома прямими. Умови паралельності і перпендику­
лярності двох прямих

Кут між двома прямими вимірюється кутом між їхніми напрямними 
векторами. При цьому слід зазначити, що, вибравши на одній із пря­
мих напрямний вектор, напрямлений в протилежну сторону, дістане­
мо другий кут, який доповнює перший до п.

а) Нехай прямі /j та /а задано канонічними рівняннями
х — х, _  у  — у,  . х — хг У— Уг

т і п, * ms ла

і ф — кут між цими прямими: <р (/х, Q , 0 <  ф <  п. Оскільки век- 
тори s, =  (тх; n.j) і Sg =  (ma; п ^  є напрямними векторами даних пря­

мих (рис. 3.22) і ф =  (s^ s2), то за формулою (36) (див. гл. 2) маємо

rnsip = -З-5» . = + пЛ  (18)
I Si І К І  V mt+rfVml + nl

Якщо прямі /х і / 2 паралельні, то вектори sx і Sa теж паралельні, тому 
їхні координати пропорційні, тобто

(19)

— умова паралельності двох прямих. Якщо прямі Іг і /а перпендикуляр-
ні, то вектори sx і s2 теж перпендикулярні і їхній скалярний добуток 
дорівнює нулю, отже,

т , т 2 +  «,/Za =  0 (2 0 )
— умова перпендикулярності двох прямих.

б) Нехай тепер прямі 1± і / 2 задані загальними рівняннями А гх  +
+  Віу +  С, =  0  і А2х +  В^у +  С2 =  0, тоді кут ф між ними

♦
(рис. 3.23) дорівнює куту між їхніми нормальними векторами пх =
=  (Ау, Вг) і ла =  (і42; В2); тому аналогічно випадку а) дістанемо:

1) формулу для кута ф між прямими /, і /2:

V  A\ +  B \ V  А\ +  Е%

2 ) умову паралельності прямих /j і /2:

<22>
3) умову перпендикулярності прямих Іг і /е:

At . А 2 +  В х . В 2 = 0 . (23)
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Нехай прямі Іг і /а задані рівняннями з кутовими коефіцієнтами 
у  =  кгх +  Ь1г у  =  к2х  +  Ь2, де кг =  tg а „  к2 =  tg а 4 — кутові кое­
фіцієнти, то з рис. 3.24 видно, що

* і. , \ їе  а 2 — tg а .

• М = Т ^ А -  <24>
Зауважимо, що формула (24) визначає кут, на який треба поверну­

ти пряму /, (проти годинникової стрілки), щоб вона збіглась з прямою 
/2. Якщо прямі /х і / 2 паралельні, то <р =  0 і ф =  0, тому з формули 
(24) маємо к2 — кг =  0. Отже, умовою паралельності двох прямих 
є рівність їхніх кутових коефіцієнтів:

кх =  к2. (25)

Якщо прямі /х і / 2 перпендикулярні, то ф =  90° і ф не існує, 
тому що знаменник дробу (24) дорівнює нулю. Таким чином, умова 
перпендикулярності прямих має вигляд

/г1 /г2 +  1 = 0  або к2 =  г— . (26)
« 1

Формули (18), (21) і (24) дають змогу визначити один із двох суміж­
них кутів, які утворюються при перетині двох прямих. Другий кут 
дорівнює я  — ф. Іноді вирази справа в цих формулах записують по 
модулю, тоді визначається гострий кут між прямими.
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П риклади .
1. Знайти кут між прямими Зх — 4у +  1 =  О І 5* — 12у + 3  =  0. 

За формулою (21) маємо

3 . 5 +  ( - 4 )  - ( - 1 2 )
С0Ї Ф / 3 а +  (—4)а / 5 а +  (— 12)2

<р =  агссов 0,96.

15 +  48 63
5 - 1 3  ~  65 ~  ° '96>

2. Скласти рівняння прямої, що проходить через точку (—8; 1) паралельно пря­
мій 2х — у  +  7 = 0 .

О  Приведемо задане рівняння до вигляду (10): у — 2х — 7, отже, кутовий кое­
фіцієнт прямої & =  2.

Оскільки шукана і задана прямі паралельні, то за умовою (25) їхні кутові кое­
фіцієнти рівні між собою, тому, скориставшись рівнянням (9). дістанемо у  — 1 =  
=  2 (х +  8) або у  — 2х — 17 =  0. •

3. Медіани ВМ  і СЫ (рис. 3.25) трикутника АВС  лежать на прямих х  +  у  =  З 
і 2х +  Зу =  1, а точка А (1; 1) — вершина трикутника. Скласти рівняння прямої 
ВС.

. ( х  +  у  =  3;
О  Розв язуючн систему рівняння { знаходимо точку перетину

І 2х +  3« =  1,
АО 2

медіан: 0  (8; —5). З  відношення~д р ~ =  -у -  =  Я, і формул (24) (гл. 2) дістанемо коор­

динати точки Р: 8 =  * ^хр  —5 __ 1 +  %Ур _  _23_ ОсК[ль.
1 + 2  1 + 2  2 *р 

кн точки В 1 С лежать на заданих прямих, то їхиі координати задовольняють 
задані рівняння. Точка Р  ділить відрізок ВС пополам, отже, маємо систему рівнянь

ХВ  +  ХС 23
2

У в  +  Ус - 8; хв  +  У в  — 3; 2хс  +  3 ус  — 1,

23( із і
—2~  ’ —®) *

х — 23/2 у  +  8
С (11; —7), тому за формулою (12) дістанемо  ̂^ 23/2 =  Ц у д або 2х +  у  —

-  15 =  0. «

3.4. Відстань від точки до прямої
Нехай задано пряму І рівнянням Ах  +  Ву +  С =  0 і точку 

М 0 (х0; у0). Відстань й (рис. 3.26) точки М0 від прямої / дорівнює мо­
дулю проекції вектора М гМ 0, де М 1 (х1; у ^  — 
довільна точка прямої /, на напрям нормаль­
ного вектора п =  (Л; В). Отже,

іі =  І пр-Л^М 0 1 = І • п І 
М

=  І Ахо +  Ву0 — Ах1 — Вуг І 
V  А2 +  В2

Оскільки А хх +  Вух +  С =  0, то —Ах1 —
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— Вух =  С, тому
Н — І Ах0 +  ВУч +  С І 

V  А* +  В* '

З а у в а ж е н н я .  Число (1 завжди додатне, бо це відстань. Від­
хиленням б точки М 0 (х0-, Уо) від прямої А х  +  Ву  4 - С *= 0 назива­
ється додатне число б =  й, якщо точки М 0 і О (0 ; 0 ) лежать по різні 
сторони від прямої, і від’ємне число б =  —сі, якщо ці точки лежать по 
один бік від неї. З формули (27) випливає, що відхилення

д  _  Ахв +  Вуп +  С 
±  V  А2 +  Ва ’

де знак знаменника має бути протилежний до знака С.

II риклад
Знайти площу квадрата, дві сторони якого лежать на прямих 4х — 3у  — 10 =  0 

і 8лс — 6у +  15 =  0.
О Оскільки задані прямі паралельні, то довжину д. сторони квадрата можна 

знайти як відстань від довільної точки однієї прямої до другої прямої.
Знайдемо яку-небудь точку на першій прямій. Нехай, наприклад, х =  1, тоді

4 • 1 — 3у  — 10 =  0, звідки у  =  —2. Отже, точка М 0 (1; —2) належить першій
прямій.

За формулою (27) знайдемо відстань від точки Л10 до другої прямої:

. І 8 - 1 — 6 - (—2) +  15| 7
^ 8 2 +  (—6)а 2 ’

49
Площа квадрата 8  — (Р — ^ . •

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається напрямним вектором прямої?
2. Скласти рівняння прямої, яка проходить через задану точку паралельно 

заданому вектору.
3. Вивести канонічні та параметричні рівняння прямої на площині.
4. Вивести рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом та рівняння прямої, що 

проходить через дві точкн.
5. Вивести рівняння прямої у відрізках на осях та загальне рівняння прямої.
6. Довести, що всяке рівняння Ах +  Ву +  С =  0 визначає на площині Оху 

пряму лінію. Дослідити загальне рівняння прямої.
7. Як знайти кут між двома прямнмн? Сформулювати і записати умови пара­

лельності та перпендикулярності двох прямих.
8. Вивести формулу для знаходження відстані точки від прямої.
9. Вказати хоча б один напрямний вектор прямої, яка: а) має кутовий коефі­

цієнт к\ б) задана рівнянням Ах +  Ву  +  С — 0.
10. Вказати хоча б один нормальний вектор кожної з прямих у задачі 9.
11. Задано трн точкн: А (5; 2), В (9; 4) і С (7; 3). Показати, що вони лежать на 

одній прямій і написати її  рівняння.
12. Знайти кут між прямнмн х =  4 1 2х — у  — 1 =  0.
13. Точка А  (2; 0) є вершиною правильного трикутника, а протилежна їй сто­

рона лежить на прямій х  +  у  — 1 =  0. Скласти рівняння двох інших сторін.
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14. Скласти рівняння прямих, які знаходяться від точки А (І; —2) на відстані 
d =  У 20 і паралельні грямій 2 х — у — 5 = 0 .

ІБ. Довести, що пряма 3* +  2у  — 6 = 0  перетннае відрізок A B ,  де А (І; І), 
В (2; 2).

2
В і д п о в і д і .  9. (1; k)\ ( В \ — А). 10. (k\ — 1): (A-, В). 12. arccos—j= ~ .

V  5
13. X — (2 +  V 3) у  — 2 =  0, X— (2 — V^3) у  — 2 = 0 .  14. 2х — у  — 14 =» 0, 2х — 
у  +  6 =  0. ІБ. Вказівка. Упевнитись, що точки А та В лежать по різні боки від 
прямої.

S 4. ПЛОЩИНА В ПРОСТОРІ

4.1. Загальне рівняння площини та його дослідження
Нехай в прямокутній системі координат Охуг задано площину П

♦
(рис. 3.27) точкою М 0 (х0; у0\ г0) і вектором п =  (Л; В\ С), перпенди­
кулярним до цієї площини. Візьмемо на площині точку М  (х; у\ г) і 

—
знайдемо вектор М йМ  =  (х — х0; у  — у0; г — z0). При будь-якому
положенні точки М  на площині П  вектори п і М 0М  взаємно перпенди­
кулярні, тому їхній скалярний добуток дорівнює нулю, тобто

А (х  — х0) +  В (у —  у0) +  С(г — г0) =  0 (28)
або

Ax +  By +  Cz +  D =  0, (29)

де D =  — А х0 —  Ву0 — Сг0.
Рівняння (28) називається рівнянням площини, яка проходить че­

рез точку М 0 (х0; у0\ г0) перпендикулярно до вектора п — (А; В; С), 
а рівняння (29) — загальним рівнянням площини.

Вектор п =  (Л; В\ С) називається нормальним вектором площини. 
Кожна площина має безліч нормальних векторів. Усі вони паралельні 
між собою, а їхні координати пропорційні. Отже, всяка площина 
в прямокутній системі координат визначається рівнянням першого

степеня.
Покажемо тепер справедливість обернено­

го твердження: всяке рівняння першого сте­
пеня

Ах  4" Ву -{- Cz “І- D = 0 (30)
s трьома змінними х, у  і г задає в прямокут­
ній системі координат Охуг площину.

Нехай задано довільне рівняння (30) і (х0, 
Уо, го) — будь-який розв’язок цього рівняння, 
тобто

Рис. 3.27 А х0 -f- Ву0 -f- Czq -J- D =  0 . (31)
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Віднявши від рівняння (ЗО) рівність (31), дістанемо

Л (х — х 0) +  В (у — у0) -}- С (г — г0) =  0. (32)

Рівняння (32) еквівалентне рівнянню (ЗО) і згідно з формулою 
(28) визначає в просторі площину, яка проходить через точку М 0 (х0;
Уо, г0) перпендикулярно до вектора п =  (Л; В; С). Отже, рівняння 
(ЗО) також визначає площину.

Таким чином, кожне алгебраїчне рівняння першого степеня із 
змінними х, у  і г є рівнянням площини.

Дослідимо загальне рівняння площини.
1. Якщо в рівняннях (30) И =  0, то воно набирає вигляду Ах  +  

4 -  Ву +  Сг =  0. Це рівняння з й д о е о л ь н я є  точка О (0; 0; 0). Отже, 
якщо в загальному рівнянні площини відсутній вільний член, то така 
площина проходить через початок координат.

2. Якщо Л =  0, то рівняння (ЗО) набирає вигляду Ву +  Сг +
+  Б  =  0 і визначає площину, нормальний вектор якої п =  (0; В\ С) 
перпендикулярний до осі Ох. Отже, якщо в загальному рівнянні пло­
щини коефіцієнт при змінній х дорівнює нулю, то таке рівняння ви­
значає площину, що паралельна осі Ох.

Аналогічно рівняння Ах  +  Сг 4 - Б  =  0 визначає площину, пара­
лельну осі Оу, а рівняння А х  +  Ву +  С *= 0 — площину, паралель­
ну Ог.

3. Якщо Л =  0, В =  0, С Ф  0, О ф  0, то рівняння (30) набирає
вигляду Сг +  Б  =  0 або г =  — 3 випадку 2 випливає, що це
рівняння визначає площину, яка паралельна осям Ох та Оу (коефі­
цієнти при х  і у  дорівнюють 0 ), тобто площину, паралельну площині 
Оху.

Аналогічно площина Ву  +  й  =  0 паралельна площині Охг, а 
площина Ах  +  й  — 0 паралельна площині Оуг.

4. Якщо в рівнянні (30) Л = 0  =  0, то площина Ву +  Сг =  0 про­
ходить через вісь Ох. Справді, згідно з попереднім, при Ь  =  0 площи­
на проходить через початок координат, а при Л =  0 — паралельно 
осі Ох, отже, проходить через вісь Ох.

Аналогічно площина А х  +  Сг =  0 проходить через вісь Оу, а пло­
щина Ах  +  Ву  =  0 — через вісь Ог.

5. Якщо в рівнянні площини А — В — И — 0, то площина Сг =  
=  0 або г =  0 збігається з площиною Оху. Аналогічно площина А х  =  
=  0 або х  =  0 збігається з площиною Оуг, а площина у  — 0 — з пло­
щиною Охг.

Приклади
І. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку М  (1; 2; 3) перпенди- 

кулярно до вектора л =  (— 1; —3; 1),
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або

О Шукане рівняння знаходимо за формулою (28):
— І • (х — 1) +  ( - 3 )  • (у -  2) +  1 ■ (z — 3) =  0,

х +  Зу — z — 4 =  0. •
2. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку М 0 (—3; 4; 5) перпен­

дикулярно до осі Оу.
О  Орт /  =  (0; 1; 0) перпендикулярний до площини, тому його можна розгляда­

ти як нормальний вектор. Отже, шукане рівняння має вигляд
0 ■ (х -f- 3) +  1 • (у  — 4) -f- 0 • (z — 5) =  0 або у  =  4. •

4.2. Рівняння площини, що проходить через три точки. Рівняння 
площини у відрізках на осях

Нехай на площині П задано три точки: Mj (jq; уг; z j ,  М а {ха,
уа; z2), М 3 (х3; ys\ zs), які не лежать на одній прямій. Ці точки одно­
значно визначають площину. Знайдемо її рівняння.

Візьмемо на площині довільну точку М (х; у\ г) і знайдемо вектори

М гМ 3 =  (х3 — x L: Уз— Уі, Zs— zJ,

М ХМ  =  (х — х{, у ~ у { ,  z Zj), М 1 М 8 =  (хї — Xj; ya —  y{, га — г1).
Ці вектори лежать в площині П, тобто вони компланарні. Оскіль­
ки мішаний добуток компланарних векторів дорівнює нулю, то
М^М М^М іМ ^ з — 0  або

х — хг у  — у х г — гх

*2 — Уг — Уі г2 ~ гі =  °  (33)
*з —  х і  Уз — У і г з —  г і  

Маємо рівняння площини, що проходить через три точки. Зокрема, 
нехай площина відтинає на осях Ох, Оу, Ог відрізки а, Ь, с, тобто про­
ходить через точки А (а; 0; 0), В  (0; Ь; 0) і С (0; 0; с). Підставляючи 
координати цих точок у формулу (33) і розкриваючи визначник, ді­
станемо

xbc +  уас +  zab — abc =  0  або —  +  ■—  +  —  =  1 . (34)

Рівняння (34) називається рівнянням площини у  відрізках на осях. 
Ним зручно користуватись при побудові площини.

П риклади.
1. Нзпнсатн загальне рівняння площини, що проходить через точкн М х (і; 2; 3), 

Ма ( - 1 ;  0; 2), М я ( - 2 ;  і; 0).
О  Підставимо координати точок у рівняння (33):

х — і у — 2 г — З
— 2  — 2 — і = 0.
— З — і — З
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с
У

пі

І /
Рнс. 3.29

Розкладемо визначник за елементами першого рядка:

( * - І ) —  2 —  1

— 1 —З — (у— 2 )
— 2  — II

+  (* -3 ) =  0 .
— 2 — 2

— З — З І '  - ' 1 — 3 — 1 
Обчислюючи визначники другого порядку, знаходимо шукане рівняння:
( х — 1)5 — (у — 2) 3-Ь  (г —  3) (— 4) =  0 або 5х — Зу — Аг +  13 =  0. •
2. Побудувати площину Зх — 2у +  Аг — 12 =  0.
О  Запишемо задане рівняння у відрізках на осях. Для цього перенесемо у пра­

ву частину вільний член і поділимо на нього обидві частини рівняння:
х у г  

~4~ +  +  ~3" : *■
8відкн 0 = 4 ,  Ь =  —6, с — 3.

Знаючи відрізки, які відтинає площина на осях координат, легко побудувати 
площину (рнс. 3.28). •

4.3. Кут між двома площинами. Умови паралельності і перпен­
дикулярності двох площин

Нехай задано дві площини Пх і П2 відповідно рівняннями

Агх  +  В)У +  С±г +  Ог = 0 ,  А2х  -(- В^у +  С2г +  И2 0 .

Двогранний кут між площинами вимірюється лінійним кутом,
♦

який дорівнює куту між нормальними векторами п1 =  (Л1; В{, Сх)
і п2 =  (Л2; В 2; С2) цих площин (рис. 3.29). Отже, з формули (36) 
(гл. 2 ) маємо

СОБ ф  = «2 (35)
1 Пі І І П2 І ] / Г ^ 1  +  +  С| А 2 +  ^2 "Ь ^2

Якщо площини П х і П2 перпендикулярні, то скалярний добуток їхніх 
нормальних векторів дорівнює нулю, тобто рівність

А і А 2 +  В гВ2 +  СХС2 =  0 (36)
є умовою перпендикулярності площин.
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Якщо площини /7Х і П2 паралельні, то координати нормальних 
векторів пропорційні, тобто умовою паралельності площин є рівність 
відношень:

____ §і _  Єї 2̂^
At в% С.а

П ри к лад
Знайти кут між площинами 2* +  у +  Зг — 1 =  0 і х  +  у  — г + 5 = 0 .
О  За формулою (35) маємо

 _______ 2  • 1 +  1 ■ 1 +  3 • ( -  1) _  п
С05ф У ‘2*+  1г +  З Ч А12 +  12+  (— І)2

отже, дані площини перпендикулярні. •

4.4. Відстань від точки до площини
Якщо задане рівняння А х  +  Ву +  Сг +  й  — 0 площини П І 

точка М 0 (х0; у0\ г„), що не лежить на цій площині, то відстань й від 
точки М 0 до площини П знаходиться за формулою

Н — І Ахв 4  Вув +  Сг0 +  Р | (38)
~  V  А2 +  В2 +  С2

Доведення формули (38) таке саме, як і формули (27).

П риклад
Знайти висоту АН  піраміди, заданої своїми вершинами А (— 1; 2; — 1), В (1; 0| 

2), С (0; 1; — 1), О (2; 0; — 1).
О  За формулою (33) знаходимо рівняння площини, що проходить через точки 

В, С, О:
х — 1 у  — 0 г — 2 
— 1 1 —З

1 0 —з
‘0,

звідки 3* +  6у  г — 5 = 0 .
Висоту АН  знайдемо як відстань точкн А (— 1; 2; — 1) від площини BCD за фор­

мулою (38):
З • ( -  1) + 6 - 2 + 1  • (— 1)-3 5 _

АН = / З 2 +  6а +  І2 V4S

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Довести, що кожна площина може бути виражена лінійним рівнянням від­
носно прямокутної системи координат Охуг і, навпаки, кожне лінійне рівняння з 
трьома невідомими х, у  і г визначає у просторі площину.

2. Записати і дослідити загальне рівняння площини.
3. Вивести рівняння площини, яка проходить через три точки.
4. Внвесги рівняння площини у відрізках на осях.
5. Як обчислити кут між двома площинами? Які умови паралельності і перпен­

дикулярності двох площин?
6. Вивести формулу для обчислення відстані від точкн до площини.
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7. Задано точки М і  (І; 2; — І) І М г (0; 3; І). Скласти рівняння площини, яка
проходить через точку ЛІ, перпендикулярно до вектора МіЛ12-

8. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А (1; 0; — І) паралель­
но векторам а =  (5; 0; 1) і Ь =  (0; 1; —1).

9. Знайти відстань між площинами 2х — у  +  2г +  9 =  0 і 4* — 2ц +  4 г _
—  21 =  0 .

В і д п о в і д і .  7. х  — у  — 2г — 1 =  0. 8. х — 5у — 5г — 6 =  0. 9. 6,5.

£ б. П Р Я М А  Л ІН ІЯ  В П РО С ТО РІ

5.1. Різні види рівнянь прямої в просторі
Як уже зазначалося в § 3, коли пряма задана точкою і напрямним 

вектором, то II векторне параметричне рівняння (як на площині,
—♦ -4 —► -4

так і в просторі) має вигляд (6 ): т =  г0 д е г — радіус-вектор змін­
ної точки М  прямої; г0 — радіус-вектор заданої точки М0; § — нену- 
льовий напрямний вектор прямої; < — параметр.

Нехай у просторі в прямокутній системі координат задано пряму
точкою М 0 (х0\ у0\ г0) і напрямним вектором 5 =  (т ; п\ р). Візьмемо 
довільну точку М  (лг; у, г) цієї прямої (рис. 3.30). Тоді аналогічно то­
му, як було знайдено формули (7), (8) і (12), дістаємо:

1 ) параметричні рівняння прямої в просторі:

2 ) канонічні рівняння прямої в просторі:

3) рівняння прямої в просторі, яка проходить через дві задані точки 
М і К ;  уі, Zj) і М 2 (х2; у 2\ г2):

У рівняннях (39) — (41) одна або дві координати напрямного вектора 
можуть дорівнювати нулю (випадки т =  п =  р  =  0  та х2 — х х =  
— у2 — ух =  г2 — гг =  0  неможливі, бо за озна- ^

x =  x0 +  mt, у  = у 0 + nt, z = z 0 +  pt\ (39)

ченням S Ф  0 ) .

Я к щ о т =  0, п ф О ,  р ф О ,  то напрямний
векторе перпендикулярний до осі Ох,  тому рів­
няння

у — у 0
П

визначає пряму, перпендикулярну до осі Ох. ' Рис. з.зо



5=,п1хп2

Рнс. 3.31

Аналогічно рівняння, в яких лише п =  0 або р =» 
=  0, визначають прямі, перпендикулярні до осі Оу 
або Ог.

Якщо т — п =  0, р ф  0, або т  =  р =  0, п Ф  0, 
або п — р — 0, т ф  0, то рівняння (40) визначають 
прямі, відповідно паралельні осям Ог, Оу, Ох.

Розглянемо тепер випадок, коли пряма в просторі 
задається перетином двох площин. Відомо, що дві 
непаралельні площини перетинаються по прямій лінії. 
Отже, система рівнянь двох площин

Аі*  +  ВіУ +  Сгг +  — 0 ;
А 2х  4- В%у 4- С2г 4- ^2  =  0, ^

нормальні вектори яких пг =  (Л^, В{, Сг) і п2 =  (Л2; В2; С2) не колі­
неарні, визначає в просторі пряму лінію.

Рівняння (42) називаються загальними рівняннями прямої в просто­
рі. Щоб від загальних рівнянь (42) перейти до канонічних рівнянь 
(40), потрібно знайти точку М 0 (х0; у0; г0) на прямій і її напрямний
вектор в =  (т ; п ; р). Для знаходження точки М 0 одну з її координат, 
наприклад, х  =  х0 беруть довільною, а дві інші визначають із системи

І У 4- С хг  =  — 0 !  — А хх 0;

1  ^ 2У “Ь ^ 2  ̂ =  ^ 2 ---  ^ 2*0-
В сЦя система матиме розв’язок за умови, що Ф  Якщо ця умова
£»2 ^ 2

порушується, то в системі (42) довільне значення надають змінній 
у  або змінній г.

Для знаходження напрямного вектора « врахуємо, що нормальні
вектори п х і п2 даних площин перпендикулярні до прямої (рис. 3.31). 

■ ^

Тому за вектор 5 можна взяти їхній векторний добуток:

в =  ПЛ X По =
і / А:

А г Вг Сг 
Л2 В2 С2

(43)

Приклад
Звести рівняння прямої

Г х +  у - г - 1  =  0; 
і  2х — у 4  Зг 4  5 =  0

до канонічного вигляду, 
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о  Знайдемо яку-небудь точку М0 (х0; ув; г0) на даній прямій. Для цього покла­
демо в обох рівняннях х  =  0 і розв’яжемо систему

( у - г -  1 = 0 ;
І — У +  Зг +  5 =  0,

ввідкн г =  —2, у  =  — 1. Отже, точка М0 (0; — І; —2) належить даній прямій.
Напрямний вектор в знаходимо за формулою (43):

_ Г т ? ____
в =  і [  [ = 2  і — 5/ — ЗА:.

2 — 1 З

Канонічні рівняння заданої прямої мають вигляд 

х   У +  1   г + 2  л
2 —5 - З

5.2. Кут між двома лрямими. Умови паралельності і перпендику­
лярності прямих

Нехай прямі Іг і / 2 задано рівняннями
X — X; _  У — У! г — гг . X — х2  ̂ У ~  Уі _  г — г2

Щ Я] Рі  ^2 Ра

Кут між цими прямими (рис. 3.32) дорівнює куту ф між їхніми напрям-
■ ^  ь

ними векторами =  (т ,; пг; р ^  і «2 =  ( т 2; л2; р2), тому аналогічно 
з випадком а) п. 3.3 дістанемо:

1 ) формулу для кута ф між прямими і /2:

СОБ ф 51  ' я2 т , т 2 +

І ̂  11 ^ І ті + пї + Рі т2 + «2 + РІ

2 ) умову паралельності прямих Іг і /2:

П]
па

р  і
Р2т 2 л.

3) умову перпендикулярності прямих Іг і /2:
т гт 2 +  +  РіРа =  0 .

Я  риклади
1, Знайти кут ф між прямнмн

Г 2х +  у - г - \  =  0;
\  2х — у +  Зг +  5 =  0

(44)

(45)

і
х =  2і;
У  =  2 — І ;  

г =  -  2 +  3/.
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О За формулами (43) і (39) знаходимо напрямні вектори даних прямих: % =  (2;
—8; —4) і 7а =  (2; — 1; 3).

Оскільки % ■ sa =  0, то ф =  90°. #
2. При яких значеннях { /ij прямі

х _  у  — 2   z -f - 1 . х  -f~1 __ у Ц- 5 _  z  З
т 1 2 4 — 1 л, — 2

паралельні?
О 3  умовн (45) маємо

/п,   2 _  4 т і  _  9  2 _  9 :---------    л-» ---- \——  ■*»— 1 ла — 2  — 1 л2

звідки т1 =  2, па =  — 1. #

5.3. Кут між прямою і площиною. Умови паралельності і перпен­
дикулярності прямої і площини

Кут між прямою І і площиною П  за означенням є кут між прямою 
І і ї ї  проекцією на площину П.

Нехай площина П  і пряма І задані рівняннями

A x +  By +  C z + D = 0  і =  -У— У-Ч =  -— З ■ .
1 *  1 1 т п р

Позначимо гострий кут між прямою І (рис. 3.33) і її  проекцією Іх
на площину П  через <р, а кут між нормальним вектором п =  (Л; В; С)

■ ^

площини П і напрямним вектором s =  (m; п\ р) прямої І — через 0.
Якщо 0 ^  90°, то <р =  90° — 0, тому sin ф =  cos 0; якщо ж 0 >  90°,
то ф =  0 — 90° і sin ф =  —cos 0.

Отже, в будь-якому випадку sin ф =  | cos 0  |. Але

п п • s cos 0  =  ,
М М
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тому кут між прямою і площиною знаходиться за формулою

» • " Т - -  ' " ’і '  -  , І Ат +  Вп +  Ср  І (4 ?
М М  У А'+ В* + &Ут» + п* + ?  ’

Якщо пряма І паралельна площині /7, то векюри п і 7  перпендику- 
—* —*

лярні, тому /1 - 8  =  0 , тобто
Ат Вп Ср =  0 (48)

— умова паралельності прямої і площини.
Якщо пряма І перпендикулярна до площини П, то вектори п і 5 

паралельні, тому співвідношення

—  =  —  =  —  (49)т п р  '  '

е умовою перпендикулярності прямої і площини.

Приклади
1. Через задану точку М0 (х0; уа\ 20) провести пряму І, перпендикулярну до 

площн нн П, заданої рівнянням Ах  +  Ву  +  Сг +  О =  0.
О  Оскільки пряма І перпендикулярна до площини П,  то напрямним вектором

прямої І можна взяти нормальний вектор площини П : (рис. 3.34): 5 =  п =  (А; В; С). 
Тому згідно з формулою (40) рівняння прямої І має внгляд

* — *0 _  У — У о -  г —  г„
А В С

2. Через задану точку М0 (лс0; у0\ г0) провести площину П, перпендикулярну до 
прямої /, заданої рівняннями

Х — Х1 _  У — Уі _  2 — гг
т п р

О  Нормальним вектором"площини П може бути напрямний (рис. 3.35) вектор пря- 
мої І: п =  б =  (т ; л; р),  тому за формулою (28) рівняння площини П має вигляд 

т ( х —  х0) +  п (у — у 0) +  р (г — г0) =  0. •

3. Через задану точку М0 (*0; у0\ г0 )і пряму І, задаиу рівняннями х.ІГЛі-  =тп
=  У —І к. =  » — І І.  , провести площину П. 

п р
О  Нехай М  (дг; у; г) — довільна точка площини П (рнс. 3.36), а Му (X]/, Уі\ гх) —

бадана точка прямої І. Тоді вектори МіМ0 =  (*-і — хх; у0 — Уі; г0 — гх), М гМ  =
=  (х — дгх; у  — уі,  г  — і напрямний вектор в =  (т ; п; р) прямої компланарні, 
тому рівняння площини П має вигляд

х — *1 У — 01 г - г х

*о — -*і 00 — Уі *0 — гі =  °- •
т п р

93



Рис. 3.35 Рис. 3.36

4. Як розміщена пряма /, задана рівняннями

відносно площини П, заданої рівнянням Ах  +  Ву +  Сг +  О — 0?
О  Підставивши в рівняння площини П замість х, у , г їхні значення з рівнянь 

прямої /, дістанемо рівняння

з якого можна визначити те значення параметра І, яке відповідає шуканій точці 
перетину. Якщо це рівняння має єдиний розв’язок, то пряма / перетинав площину П, 
якщо безліч розв’язків — пряма / лежить в площині П, якщо одержане рівняння не 
має розв’язків, то пряма / паралельна площині П. щ

Б. Знайти точку перетину прямих і /2, заданих рівняннями

О  Нехай М0 (дгр_; і/0; г0) — точка перетину заданих прямих. При якомусь зна­
ченні /х параметра і їі  координати задовольнятимуть рівняння прямої Іх, а при пев­
ному значенні і% — рівняння прямої /2, тобто

Прирівнюючи праві частини цих систем, дістаємо систему трьох лінійних рівнянь 
з двома невідомими ^ і /2, яку можна розв’язати, наприклад, методом Гаусса. Якщо 
ця система має один розв’язок, то прямі перетинаються, якщо безліч розв’язків — 
прямі збігаються, якщо система не має розв’язків, то прямі мимобіжні, ф

А (*о 4~ +  В (уа 4 - пі) 4- С (г0 4 - рі) 4- & — 0,

6. Знайти відстань заданої точки М в (лг0; у0ш, г0) від 
прямої /, заданої рівняннями

X — Хі
т

г — гі
п Р

Р
П цю пряму: (1 — М ВР. Щоб знайти точку Р,  досить

І О  Відстань <1 від точки М0 (рис. 3.37) до прямої І
дорівнює відстані між точкою М 0 та її  проекцією Р  на

через точку ЛІО провести площину ТІ, перпендикулярну 
до прямої /  (приклад 3), і знайти точку її перетину 
г прямою / (приклад 4). •Рис. 3.37
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Рис. 3.38

7. Як розміщені прямі
—¥ —> —¥ —► —¥ —►
Г =  /■, +  і '■ =  »'* +

—> —♦ —♦  ►
О  Прямі її і /2 збігаються, якщо вектори ®ІР ї 2 і гг — г3 колінеарні (рис. 3.38, а).
Умовою паралельності даних прямих е коліиеариість векторів вх і ^

—>
(рис. 3.38, б), тобто вх X *2 =  0.

ш—ж • “* —̂
Прямі і /2 перетинаються, якщо вектори і ї2 ие колінеарні, а вектори %, ^

—► —► ■ ^
і — г2 комплаиариі (рис. 3.38, в), тобто в^а (^ — г2) =  0.

Отже, умова 5,̂ 2 (/"і — г2) ф  0 еквівалентна тому, що прямі ^  і /2 мимобіжні, ф
8. Довести, що відстань точки ЛІ0 (рис. 3.39) з радіусом-вектором гв від прямої

—► —¥ —¥
І, заданої рівнянням т =  гі  +  в/, визначається за формулою

.  і Г х Й - Т лД = ------- ^ -------- .

1* 1
О  Відстань й дорівнює одній з висот паралелограма, побудованого на векторах 

5 І Г і-С |) . •
9. Довести, що відстань (рис. 3.40) між мимобіжними прямими (довжина спіль-

—► -* —► —► —► —» 
ного перпендикуляра) і заданими рівняннями г  =  4- Sj.fi т =  гг 4- ва/, знахо­
диться за формулою

,  1 — К) Ій — ---- ---- =;-----.
І її х  %|



О  Відстань <1 дорівнює відстані між паралельними площинами, в яких лежать 
прямі її і І2- Ця відстань, в свою чергу, дорівнює висоті паралелепіпеда, побудованого 

—»
на векторах в2 і г2 — г,. #

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Скласти векторне параметричне рівняння прямої, яка задана в просторі 
точкою і напрямним вектором.

2. Вивести канонічні та параметричні рівняння прямої в просторі і рівнян­
ня прямої, яка проходить через дві задані точки.

3. Написати загальні рівняння прямої. Як перейти від загальних рівнянь пря­
мої до канонічних?

4. Як знайти кут між двома прямими в просторі? Написати умови паралельності 
і перпендикулярності прямих.

Б. Як знайти кут між прямою і площиною? Які умови паралельності і перпен­
дикулярності прямої і площини?

6. Довести, що умову, за якої дві прямі
X —  X,  _  У —  Уі  _  г - і х —  хд _  У — Уз . г — г2

%  %  Р і  ІТІ2

лежать в одній площині, можна записати у вигляді 

* — *1 Уі — Уз *1 — Ч

Ра

Пі =  0.Р і
т 2 /?2

7. Довести, що рівняння площини, яка проходить через пряму 

* — *1 - У — У і _  2 — гг
Ч пі Ріт,

паралельно прямій —----------------  ї* .  =
т г Ра

■, можна записати у вигляді

х  —  х х У —  Уі г  —  г 1

т і =  0.

т 2 гц, ря
8. Довести, що рівияиия площини, яка проходить

X 1 о* II і е II 1?— го
т п р

перпендикулярно до площини Ах  +  Ву  +  Сг +  О =  0, можна записати у вигляді

*■ — *о У — Уо г — *0
т п р =  0.
А В С

9. Знайти точку, симетричну точці (4; 3; 10) відносно прямої

X —  1 _  У — 2 _  г — 3

10. Знайти точку, симетричну точці (і; 5; 2) відносно площини 2х — у  — г +  
+  11 =  0.

В і д п о в і д і .  9. (2; 9; 6). 10. 3; 7; 4).
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6.1. Поняття лінії другого порядку
Як зазначалося в п. 1.1, лінія другого порядку — це множина то­

чок, координати яких задовольняють рівняння виду

ах2 +  Ьу2 +  сху +  Ах +  еу +  /  =  0, (50)

де коефіцієнти а, Ь, с, й, е, /  — дійсні числа, причому хоча б одне з
чисел а, Ь, с відмінне від нуля, тобто а 2 +  Ь2 с2 Ф  0. Зокрема, до
ліній другого порядку належать такі лінії: коло, еліпс, гіпербола і 
парабола. Виявляється, що множиною точок (х; у) з дійсними коорди­
натами, які задовольняють рівняння (50), може бути не тільки одна 
з названих ліній. Рівняння (50) може визначати на площині Оху та­
кож дві прямі, одну пряму, точку або не визначати жодної точки.

Огже, коло, еліпс, парабола і гіпербола задаються рівняннями 
другого степеня, але, на відміну від прямої лінії, обернене тверджен­
ня неправильне.

Щоб відповісти на запитання, яке геометричне місце точок визнача­
ється рівнянням (50), треба підібрати таку систему координат, в якій 
це рівняння спростилось би. Відомо [1], що для всякої лінії другого 
порядку існує прямокутна система координат (її називають каноніч­
ною), в якій рівняння (50) має найпростіший або канонічний вигляд. 
Ми не займатимемося тут зведенням загального рівняння (50) до ка­
нонічного вигляду, а встановимо і дослідимо лише окремі канонічні 
рівняння.

Лінії другого порядку називають також конічними перерізами 
через те, що їх можна дістати як лінії перетину кругового конуса з 
площиною. Коло утворюється як лінія перетину площини, яка пер­
пендикулярна до осі конуса і не проходить через його вершину 
(рис. 3.41, а); еліпс — лінія перетину площини, яка перетинає всі твірні 
конуса, не перпендикулярна до осі конуса і не проходить через його 
вершину (рис. 3.41, б); якщо перетнути двопорожнинний конус пло-

£ в. ЛІНІЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ
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ідиною, паралельною двом твірним, дістанемо гіперболу (3.41, в), 
а одній твірній — параболу (рис. 3.41, г).

Лінії другого порядку широко застосовуються в науці і техніці.

Я  риклади
1. Планети Сонячної системи рухаються по еліпсах, що мають спільний фокус, 

в якому 'розташовано Сонце.
2. Якщо у фокусі параболи розмістити джерело світла, то промені, відбившись 

від параболи, підуть паралельно її  осі. На цій властивості грунтується побудова 
прожектора.

3. У динаміці космічних польотів використовуються поняття трьох космічних 
швидкостей: и, =  7,9 км/с, v., =  11,2 км/с, v3 =  16,7 км/с. Нехай и„ — початкова 
швидкість, з якою штучний супутник запускається з поверхні Землі. При недостат­
ній початковій швидкості і>0 <С vt  супутник обертатися навколо Землі не буде. Якщо 
и0 =  і>х, то супутник буде обертатися по круговій орбіті, центр якої знаходиться 
в центрі Землі. Якщо Oj <  v0 ■< і>2, то обертання супутника відбуватиметься по еліп­
су, причому центр Землі знаходитиметься в одному з фокусів еліпса.

Прн і>2 <  u0 <  vs супутник долає земне тяжіння і стає штучним супутником Сон­
ця, рухаючись при цьому по параболі (при v„ — vz) або по гіперболі (при v2 <  v0 <  us) 
відносно Землі. Якщо і>0 ^  и3, то супутник спочатку долає земне, а потім і сонячне 
тяжіння і залишає Сонячну систему.

4. Рух матеріальної точки під дією центрального поля сили тяжіння відбу­
вається по одній з ліній другого порядку.

6.2. Коло
Колом називають множину точок площини, відстані яких від за­

даної точки площини (центра кола) дорівнюють сталому числу (ра­
діусу).

Щоб вивести рівняння кола, використаємо прямокутну систему 
координат Оху, позначимо через Ог (а; Ь) — центр кола, через М (х\ 
у) — довільну точку площини і через R  — радіус кола (рис. 3.42).

Точка М  лежить на колі тоді і лише тоді, коли 0 гМ  =  R  або

Рівняння (51) і е шуканим рівнянням кола. Але зручніше користу­
ватись рівнянням, яке дістанемо при піднесенні обох частин рівняй* 
ня (51) до квадрата:

Оскільки рівняння (52) випливає з рівняння (51), то координати 
всякої точки, які задовольняють рівняння (51), задовольнятимуть 
також рівняння (52). Проте при піднесенні будь-якого рівняння до 
квадрата, як відомо, можуть з ’явитися сторонні корені, тобто рівняння
(51) і (52) можуть виявитися нееквівалентними. Покажемо, що в цьому 
випадку так не буде. Справді, добувши корінь з обох частин рівняння
(52), дістанемо У  (х — а)2 +  (у — Ь) 2 =  Але в правій частині 
знак мінус треба відкинути, бо відстань К >• 0. Отже, рівняння (51) 
і (52) еквівалентні, тобто визначають одну й ту саму криву — коло.

У (х  — а)2 +  ( у — Ь) 2 =  R. (51)

( x - a ) 2 +  ( y - b ) 2 =  R*. (52)
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VI

Рис. 3.42

Якщо центр кола міститься в початку координат, то а =  Ь — О 
1 рівняння (52) набирає вигляду

х2 +  у" =  Я 2. (53)
Рівняння (53) називається канонічним рівнянням кола. Якщо в рів­
нянні розкрити дужки, то дістанемо загальне рівняння кола

х 2 +  у 2 +  Ах +  Ву +  С =  0, (54)
де А =  —2а, В =  —2Ь, С =  а2 +  Ь2 — /?2 .Отже, коло — лінія дру­
гого порядку.

Рівняння кола має такі властивості.
1°. Коефіцієнти при х 2 і у 2 рівні між собою.
2 °. У рівнянні відсутній член з добутком ху.
Обернене твердження неправильне: не всяке рівняння другого сте­

пеня, яке задовольняє умови 1° і 2 °, є рівнянням кола, тобто не всяке 
рівняння виду (54) визначає коло.

Приклади
1. Написати рівияиия кола, якщо точки А (— 1; 4) і В (3; 2) є кінцями його діа­

метра.
О Нехай Оі (о; Ь) — центр кола. Тоді АО^ =  О^В, тому за формулами (25) 

(гл. 2) маємо

д =  ^  +  Ч  =  ^ ± + 1  =  і, Ь =  з.
2 2

Оскільки радіус кола Я =  АО, =  УЪ, то за формулою (52) дістаємо шукане рівнян­
ня: (х — І)2 +  (у — З)2 =  5. •

І .  Знайти центр і радіус кола хг +  у 1 -+- 4х — 6у  — 23 =  0.
©  Згрупуємо доданки із змінною х та змінною у  і доповнимо одержані вирази 

до повних квадратів:
х2 +  Ах +  у2 — %у — 23 =  0,

або
(х* 4- 4х +  4) — 4 +  [у* — 6у  4- 9) — 9 — 23 =  0,

звідки
[X +  2)2 4- (у - З ) 2 =  36.

Отже, точка (—2; 3) — центр кола, а Я =  6 — його радіус. •
3. Показати, що рівняння х* 4- у г 4" 6* — 6у 4- 19 =  0 не визначає ніякого 

геометричного об’єкта.
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О Перетворимо рівняння
( х З + б х - Ь ^ - Э  +  ^ - б у + ^ - Э + Ш - О

або
(х -f- З)2 -{-(у  —  3j* =  — І .

Оскільки сума невід’ємних чисел не може бути від’ємним числом, то задане 
рівняння не задовольняють координати жодної точки площини Оху. ф

4. Арка має форму дуги кола. Знайти довжину / дуги арки, якщо її проліт і 
підйом відповідно дорівнюють 2а і Ь. (Підйом арки дорівнює відношенню її висоти 
до прольоту.)

О Введемо систему координат Оху так, як показано иа рис. 3.43, де арка M P N  — 
дуга кола, MO =  ON, ОР =  h =  2ab. В обраній системі координат точки М , Р 
і N мають координати М (—о; 0), Р  (0; 2ab), N (о; 0). Нехай 0 г (0; у0) і R  відповідно 
центр і радіус кола, тоді його рівняння має вигляд

** +  (У — Уо)я =  Я2- 
Оскільки коло проходить через точки Р  і N, то

звідки

(2ab-!/„)* =  Я*; а* +  г/*=Я*.

„ ( 4 У + І ) а  (4 Ь » -1 )а
Я — 4Ь • І Уо І — 4Ь

Знайдемо центральний кут 2а =  ^ M O t N, иа який спирається дуга арки. Маємо

ІУо І И62 — 1 І „ „ 14fc2 — І І
cos а  — — =  ~4[)3 | , тому 2а =  2 arccos — 4fc,  , ,

отже,
. (4b2 + l ) a  140» _  11
lm=2Ra =  2b  arccos 4b» +  і ■ •

6.3. Еліпс
Еліпсом називають множину всіх точок площини, сума відстаней 

яких від двох даних точок цієї площини, які називаються фокусами, 
є величина стала і більша від відстані між фокусами. Щоб вивести рів­
няння еліпса, візьмемо на площині дві точки F1 i F2 — фокуси еліпса 
і розмістимо прямокутну систему координат так, щоб вісь Ох проходи­
ла через фокуси, а початок координат ділив відрізок FXF2 навпіл 
(рис. 3.44).

Позначимо відстань між фокусами, яку називають фокальною, 
через 2с : FXF2 — 2с, г суму відстаней від довільної точки еліпса до 
фокусів — через 2а. Тоді фокуси мають такі координати: Fx (—с; 0)
і F3 (с; 0). За означенням 2а >■ 2с, тобто а >  с.

Нехай М  (х; у) — довільна точка площини. Ця точка лежить на 
еліпсі тоді, коли FtM  +  FtM  =  2а або

V i x  +  с)2 +  у 2 +  V ( x  — с)2 +  у 2 =  2а. (55)
Це, по суті, і е рівняння еліпса. Щоб спростити його, перенесемо один
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радикал у праву частину, піднесемо обидві частини до квадрата І 
зведемо подібні. Матимемо

а У  (х — с)г +  у г =  аа — сх.
Піднісши обидві частини цього рівняння ще раз до квадрата та спро­
стивши вираз, дістанемо х2 (а2 — с2) +  а2у2 =  а2 (а2 — с2). 

Оскільки а >■ с, то а2 — с2 >■ 0, тому можна позначити
й2 - с 2 =  Ь2. (56)

Тоді рівняння (55) набере вигляду
х2Ь2 +  а2у 2 =  а2Ь2

або

^ -  +  4 -  =  1- <57)
Можна довести, що рівняння (55) і (57) еквівалентні. Рівняння (57) 
називається канонічним рівнянням еліпса. Отже, ел іп с— крива дру­
гого порядку.

Встановимо деякі властивості і дослідимо форму еліпса.
1 °. Рівняння (57) містить змінні х та у  лише в парних степенях, 

тому, якщо точка (х\ у) належить еліпсу, то йому також належать 
точки (—х; у), (х; —у) і (—х\ —у). Тому еліпс симетричний відносно 
осей Ох та Оу, а також відносно точки 0  (0; 0), яку називають центром 
еліпса. Отже, для встановлення форми еліпса достатньо дослідити ту 
його частину, яка розміщена в одному, наприклад в першому, коорди­
натному куті.

2°. В першому координатному куті х  ^  0, у  ^  0, тому з рівності 
(57) маємо

у =  ± У а 2- х 2, (58)

звідки випливає, що точки Лх (а; 0) та В0 (0; Ь) належать еліпсу, при­
чому, якщо х збільшується від 0 до а, то у  зменшується від Ь до 0 . 
Крім того, не існує точок еліпса, у  яких х~> а, бо вираз (58) при х  >  а 
не має змісту. Таким чином, частина еліпса, розміщена в першому



Уі

В, м

X

а
Є вг ж Є

Рис. 3.46

координатному куті, має форму дуги 
А 1В 1 (рис. 3.45). Відобразивши цю 
дугу симетрично відносно осей Ох та 
Оу, дістанемо весь еліпс. Він вміщу­
ється в прямокутник із сторонами 2 а 
і 2Ь. Сторони прямокутника дотика­
ються до еліпса в точках перетину 

х=--^ в, у=§ його з осями Ох і Оу.
Еліпс перетинає осі координат в 

точках А 1 (а; 0), А 2 (—а\ 0), Вх (0; Ь), 
В а (0; —Ь). Ці точки називаються вер­
шинами еліпса.

Величини ЛХЛ2 =  2 а та ВХВ2 =  2Ь називаються відповідно вели­
кою та малою осями еліпса.

Таким чином, з властивостей 1° і 2° випливає, що всякий еліпс має 
дві взаємно перпендикулярні осі симетрії (головні осі еліпса) і центр 
симетрії (центр еліпса). Точки, в яких еліпс перетинає головні осі, 
обмежують на головних осях відрізки довжинами 2 а і 2 Ь, які нази­
ваються великою і малою осями еліпса, а числа а та Ь — великою і ма­
лою півосями еліпса. Весь еліпс вміщується в прямокутник із сторо­
нами 2а і 2Ь. Сторони прямокутника дотикаються до еліпса в його 
вершинах.

3°. Якщо а =  Ь, то рівняння (57) набирає вигляду

х* +  У2 =  о2,

тобто дістаємо рівняння кола. Отже, коло є окремим випадком еліп­
са. З  формули (56) випливає, що при а — Ь значення с =  0, тобто ко­
ло — це еліпс, у якого фокуси збігаються з його центром.

Міра відхилення еліпса від кола характеризується величиною є, 
яка називається ексцентриситетом еліпса і дорівнює відношенню 
половини його фокальної відстані до довжини більшої півосі:

є = (59)

причому 0  ^  є <  1 , оскільки 0  с <  а. 
З  формул (56) і (59) дістаємо

ь_
а

а2 — (

Отже, якщо є =  0, то Ь =  а, тобто еліпс перетворюється в коло; якщо 
е наближається до одиниці, то відношення осей ЬІа зменшується, тобто 
еліпс все більше розтягується вздовж осі Ох.

4°. Нехай М  (х ; у) — довільна точка еліпса з фокусами /•", і /-"а 
(рис. 3.46). Відстані /^М  =  гх і Р2М =  г2 називаються фокальними
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радіусами точки ЛІ. Очевидно, г, +  г2 =  2а. Прямі х =  ±  — нази­
ваються директрисами еліпса.

Відношення фокальних радіусів довільної точки еліпса до відстаней 
цієї точки від відповідних директрис є величина стала і дорівнює екс­
центриситету еліпса, тобто

-5Г =  І - = Є- (60>

Приклади
1. Скласти каиоиічие рівняння еліпса, який проходить через точки (3; 5) 

І М 2 ^4; якщо фокуси його лежать иаосі Ох симетрично початку координат.

О За умовою координати заданих точок задовольняють рівняння (57):

16 , 8 9 4
а2 +  96а — *’ а2 Ь3

Розв’язуючи цю систему рівняиь, знаходимо о2 =  18 І Ь2 =  8. Отже, шукане рів­
няння має вигляд

Xі  у 2

2. Скласти каиоиічие рівияиия еліпса, фокуси якого розміщені на осі Ох си­
метрично початку координат, якщо відстань між фокусами дорівнює 14, а ексцентри­
ситет дорівнює 7/9.

О Оскільки 2с =  14, то с =  7. З  формул (59) і (56) дістаємо, що а =  9 і Ь2 =  32. 
Отже, шукане рівияиия має вигляд

ж2 у2
81 +  32 _  *

16
3. Довести, що полярие рівняння р =  ^  з  со5 визначає еліпс. Знайти

півосі цього еліпса.
О Використовуючи формули (7), (8) (гл. 2), перейдемо від заданого рівняння до 

рівняння в прямокутній системі коордянат:

   16
У х 3 +  У3 =  -----------------    .

5 — 3 - 7 =
V  Xі  -Ь у 2

Далі маємо

5 — 3* =  16, 25 (х2 +  у 2) =  256 +  96* +  9ха,

(х — 3)а иа 
16 (аг — З)2 +  25у2 =  400, 25~ ~ +  НГ =  1-

Враховуючи формули паралельного переносу (гл. 2, п. 2.4), робимо висновок, 
що останнє рівияиия визначає еліпс з центром у точці (3; 0) і півосями а =  5 і Ь =  
=  4. •
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6.4. Гіпербола
Гіперболою називається множина всіх точок площини, модуль різ­

ниці відстаней яких від двох даних точок цієї площини, що назива­
ються фокусами, є величина стала і менша відстані між фокусами.

Позначимо через і фокуси гіперболи, відстань між ними — 
через 2 с, а модуль різниці відстаней від довільної точки гіперболи до 
фокусів — через 2а. За означенням а <ас. Щоб вивести рівняння гі­
перболи, візьмемо на площині прямокутну систему координат Оху 
так, щоб вісь Ох проходила через фокуси, а початок координат поділив 
відрізок / г, / г2 навпіл (рис. 3.44). Точка М  (х ; у) площини лежить на 
гіперболі тоді і лише тоді, коли | — М Г2 1 =  2 а або

ІУ  (х +  с)1 +  у 2 — У (х  — с)2 +  у 2 | =  2а.
Виконавши ті самі перетворення, що й при виведенні рівняння 

еліпса, дістанемо канонічне рівняння гіперболи

‘ = 1 . (61)а2 Ь2
де

і 2 =  с2 — аа. (62)
Отже, гіпербола є лінією другого порядку.

Встановимо деякі властивості і дослідимо форму гіперболи.
1°. Гіпербола симетрична осям Ох, Оу і початку координат.
2 °. Для частини гіперболи, яка лежить у  першому координатному 

куті, з рівняння (61) дістанемо

у  =  ± - У х 2- а 2 . (63)

З рівності (63) випливає, що х  ^  а.
Точка Л, (а; 0) належить гіперболі і є точкою перетину гіперболи 

з віссю Ох. Гіпербола не перетинав вісь Оу. Якщо х  >  а, то у  >  0, 
причому якщо х збільшується, то у  також збільшується, тобто якщо 
X —У + 0 0 , то у  —*■ +оо.

Покажемо, що, віддаляючись у  нескінченність, змінна точка М  (аг; 
у) гіперболи необмежено наближається до прямої

і/ =  -£-*• (64)

Така пряма називається асимптотою гіперболи. Для цього візьмемо 
точку Й, що лежить на асимптоті і має ту саму абсцису х, що й точка
М  (х ; у), і знайдемо різницю ММ  між ординатами ліній (63) і (64)
(рис. 3.47):

МЛГ =  —  х — —  Ух2 — а 2 =  —  (х — Ух2 — а2) =а а а к '

  Ь (х — У х 1 — а2) (х -)- У х2 — а2) _________ аЬ______
а х +  У X2 — а2 х +  У  хг — а2
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Звідси, якщо х ->■ + оо , то знаменник теж прямує до +  оо, а ЛШ -►
0, бо чисельник є сталою величиною. Отже, точки М  гіперболи, 

віддаляючись від точки Л 1 (а; 0 ) у нескінченність, необмежено набли­
жаються до прямої (64), тобто ця пряма є асимптотою.

Таким чином, частина гіперболи, розміщена у першому коорди­
натному куті, має вигляд дуги, яка показана на рис. 3.47. Відобразив­
ши цю дугу симетрично відносно координатних осей, дістанемо вигляд 
всієї гіперболи.

Гіпербола складається з двох віток (лівої і правої) і має дві асимп­
тоти:

Осі симетрії називаються осями гіперболи, а точка перетину осей — 
її центром. Вісь Ох перетинає гіперболу в двох точках А г (а; 0) і 
А 2 (—а; 0), які називаються вершинами гіперболи. Ця вісь називаєть­
ся дійсною віссю гіперболи, а вісь, яка не має спільних точок з гіпер­
болою,— уявною віссю.

Дійсною віссю називають також відрізок який сполучає
вершини гіперболи і його довжину А хА 2 =  2а. Відрізок В гВй, який 
сполучає точки В 1 (0; Ь) і В й (0; —Ь), а також його довжину, назива­
ють уявною віссю. Величини а і Ь відповідно називаються дійсною і 
уявною півосями гіперболи.

Прямокутник із сторонами 2а і 2Ь називається основним прямо­
кутником гіперболи.

При побудові гіперболи (61) доцільно спочатку побудувати основ­
ний прямокутник (рис. 3.48), провести прямі, що проходять
через протилежні вершини цього прямокутника — асимптоти гіпер­
боли і визначити вершини А 1 і А 2 гіперболи.

Рівняння

також визначає гіперболу, яка називається спряженою до гіперболи 
(61). Гіпербола (65) показана на рис. 3.48 штриховою лінією. Верши­

ні

ь
у = — х, у -

Є

У

0

л

Рнс. 3.47 Рнс. 3.48
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ни цієї гіперболи лежать в точках В 1 (0; Ь) і В2 (0; —Ь), а її  асимптоти 
збігаються з асимптотами гіперболи (61).

Гіпербола з рівними півосями (а =  Ь) називається рівносторон- 
ньою, її канонічне рівняння має вигляд

х2 — у 2 =  а2.

Основним прямокутником рівносторонньої гіперболи є квадрат із 
стороною 2а, а її  асимптотами — бісектриси координатних кутів.

3°. Ексцентриситет гіперболи визначається як відношення полови­
ни фокальної відстані до довжини її дійсної півосі:

Оскільки с >  а, то е >  1. Крім того, з формул (62) і (6 6 ) випливає, що

Л -  =  у ^ ~ \ . ]а '  1

Отже, ексцентриситет гіперболи характеризує її форму: чим більший
ексцентриситет, тим більше відношення тобто тим більше основний
прямокутник розтягується в напрямі осі Оу, а гіпербола відхиляється 
від осі Ох; чим ближче ексцентриситет до одиниці, тим більше основ­
ний прямокутник розтягується в напрямі осі Ох, а гіпербола набли­
жається до цієї осі.

4°. Прямі х =  ±  де а — дійсна піввісь гіперболи, а є — її
ексцентриситет, називаються директрисами гіперболи. Директриси 
гіперболи мають ту саму властивість (60), що й директриси еліпса.

П риклади
1. Скласти канонічне рівняння гіперболи, фокуси якої розміщено на осі Ох 

симетрично початку координат, якщо дійсна вісь дорівнює 6, а ексцентриситет е =
5

= т  •
О Оскільки 2а =  6, то а =  3. З  формул (62) і (66) знаходимо, що Ь =  4.

х2 у г
Шукане рівняння має вигляд —д— — —̂  =  1. •

2. Знайти відстань фокуса гіперболи хг — 8у г =  8 від її асимптоти.
О Запишемо канонічне рівняння даної гіперболи:

X2 «2 —2—■ _  і
8 1 *■

звідки а =  Ь =  і — півосі гіперболи, тому згідно з формулою (64) рівняння 
асимптоти має вигляд х — У 1^8 =  0.

З формули (62) знаходимо, що с =  3, тому (—3; 0) і ґа (3; 0) — фокуси гіпер­
боли.

За формулою (27) обчислюємо відстань й від фокуса (або, що те саме, фокуса 
ґ 2) до знайденої асимптоти: (1 =  1. •
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Рис. 3.50

3. На прямолінійному відрізку залізниці розташовано станції А і В, відстань 
між якими /. Від заводу N йдуть прямі автомагістралі NA  і NB,  причому NB  <  
<  NA.  Вантаж із заводу N иа станцію А можна транспортувати або по автомагістра­
лі NB, а звідти залізницею (перший шлях), або безпосередньо по автомагістралі 
NA (другий шлях). При цьому тариф (вартість перевезення і т вантажу на 1 км) за­
лізницею і автотранспортом становить відповідно m і п (п >  т ) ,  а розвантаження- 
завантаження однієї тонни коштує к. Визначити зону впливу станції В, тобто мно- 
жі ну  точок, з яких дешевше доставити вантаж в А першим шляхом, ніж другим.

О Введемо систему координат Оху так, як показано на рис. 3.49, де AO =  ОВ.
Знайдемо рівняння множини точок М (х\ у),  для яких обидва шляхи «однаково ви­
гідні», тобто таких, що вартість доставки вантажу Sx =  r3n +  к +  Іт першим шля­
хом дорівнює вартості S 2 =  іу і доставки вантажу другим шляхом

r2n +  к +  Іт =  rtn, (AM -  rj ВМ  =  r j .
З цієї умови дістанемо

к +  Іт
Г2 ~ Г1 =  п  : C0nst-

Отже, множиною точок, в яких Sx =  Sa, є права вітка гіперболи

6а =  1 ,
Іт+ к 1 ----------

де а =  — ^ —  ' ~2 '  — 4а2. Для точок площини, які лежать справа від цієї
вітки, <  8 2, тобто вигіднішим є перший шлях, а для точок, які лежать зліва,— 
другий шлях.

Таким чииом, права вітка гіперболи обмежує зону впливу станції В, а ліва — 
станції А. ф

4. Встановити, що рівняння 16л:2 — 9у2 — 64л: — 54у  — 16І =  0 визначає 
гіперболу. Зианти ї ї  центр і півосі.

О  Виділимо повні квадрати відносно х та у:
16 (х2 — 4х) — 9 (у2 +  6у) — 161 =  0;

16 (ж* — 4х  +  4 — 4) — 9 (у3 +  6у  +  9 — 9) — 161 =  0;
16 (дг — 2)а — 64 — 9( у  +  3)а +  8 1 — 161 = 0 ;

( х - 2 ) *  (у +  3)»
16 (х — 2)а — 9 (у +  3)а =  144; 16 =  1.
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Врахувавши формули паралельного переносу, дійдемо висновку, що задане рівняння 
визначає гіперболу з центром у точці Оі (2; —3) і півосями а =  3; Ь =  4 (рнс. 3.50). •

6.5. Парабола
Параболою називається множина всіх точок площини, кожна з 

яких знаходиться на однаковій відстані від даної точки, яка назива­
ються фокусом, і від даної прямої, яка називається директрисою і не 

проходить через фокус.
Знайдемо рівняння параболи. Нехай на площині задані фокус /•" 

і директриса, причому відстань фокуса від директриси дорівнює р. 
Візьмемо прямокутну систему координат Оху так, щоб вісь Ох прохо­
дила через фокус, перпендикулярно до директриси, а вісь Оу ділила 
відстань між фокусом ^  і директрисою навпіл (рис. 3.51). Тоді фокус

має координати ^  о|, а рівняння директриси має вигляд х — —
Нехай М  (х; у) — довільна точка площини, а відрізки М В  і ЛІ/ -1 — 
відстані цієї точки від директриси і фокуса. Точка М  тоді лежить на 
параболі, коли М В =  МР  або

\ / ~  (х - - т Т  +  У2 = х + І -  • (6?)

Це і є рівняння параболи. Щоб спростити його, піднесемо обидві части­
ни рівності (67) до квадрата:

х2 — рх  +  +  у 2 =  х2 +  рх  +  ,
тобто

у 2 =  2  рх. (6 8 )
Можна довести, що рівняння (67) і (68) рівносильні.

Рівняння (6 8 ) називається канонічним рівнянням параболи. Отже, 
парабола є лінія другого порядку.

Дослідимо форму параболи. Оскільки рівняння (68) містить змінну 
у  в парному степені, то парабола симетрична відносно осі Ох. Тому 
достатньо розглянути лише ту її частину, яка лежить у верхній пів- 
площині. Для цієї частини у 0, тому з рівняння (6 8 ) дістанемо

у =  У 2 р ї .  (69)
З цієї рівності випливає, що парабола розміщена справа від осі 

Оу, тому що при х  <  0 вираз (69) не має змісту. Значення х — 0, у =  0
задовольняють р ІЕ н ян ня  (69), тобто парабола проходить через
початок координат. Із зростанням х значення у  також зростає. Отже, 
змінна точка М (х; у) параболи, виходячи з початку координат із зро­
станням х, рухається по ній вправо і вверх.

Виконавши симетричне відображення розглянутої частини пара­
боли відносно осі Ох, матимемо всю параболу (рис. 3.52).
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Вісь симетрії параболи називається її віссю', точка перетину осі 
8 параболою — вершиною параболи; число, яке дорівнює відстані 
фокуса від директриси,— параметром параболи. Віссю параболи, за­
даної рівнянням (6 8), є вісь Ох, вершиною — точка О (0; 0) і пара­
метром — число р.

З ’ясуємо вплив параметра р на форму параболи. Якщо в рівнянні
(6 8) покласти х  =  то відповідні значення ординати у =  ±  р, тоб­

то маємо на параболі дві симетричні відносно осі Ох точки р  ̂ і

(-у; — Відстань між цими точками дорівнює 2р і збільшується із
збільшенням р. Отже* параметр р характеризує «ширину» області, яку 
обмежує парабола.

Рівняння у2 =  —2рх, х2 — 2ру, х2 =  —2ру, у яких параметр р >  
>  0 визначають параболи, зображені на рис. 3.53.

З а у в а ж е н н я .  Використовуючи властивість 4° еліпса та гі­
перболи і означення параболи, можна дати таке загальне означення 
кривої другого порядку (крім кола): множина точок, для яких відно­
шення е відстані до фокуса і до відповідної директриси є величина 
стала,— це еліпс (при 0  < ; е <; 1 ), або парабола (при е =  1 ) або гі­
пербола (при є >  1 ).

Приклади
1. Дослідити взаємне розміщення параболи у 2 =  х і прямої х +  у  — 2 =  0.

(у 1 =  х\
О Розв’язуючи систему рівнянь і , знаходимо розв’язки (4; —2)

І* +  У — 2 =  0,
і (і; 1). Де означає, що пряма перетинає параболу в точках Мі (4; —2), М2 (1; !)• •

2. В параболу х2 =  у  уЛ3 вписано рівносторонній трикутник так, що одна з 
вершин його збігається з вершиною параболи. Знайти сторону трикутника.

О Нехай точка А (*„; у в) — одна з вершин трикутника. Тоді іншими його вер­
шинами будуть точки В (—х0\ у0) і О (0; 0). Оскільки трикутник рівносторонній, то
АВ =  АО =  ВО, звідки 2дс0 =  У  зс̂  4- !%>■ Розв’язуючи це рівняння разом з рів-
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нянням Xq =  у0 / 3 ,  знаходимо х0 =  3. Отже, сторона трикутника дорівнює 2дс0 =  
=  6. «

3. Струмінь води витікає з конічної насадки з швидкістю г0 під кутом а  до го­
ризонту. Нехтуючи опором повітря, скласти рівняння струменя відносно прямокут­
ної системи координат Оху, вважаючи, що струмінь міститься в площині Оху, точка 
0  збігається з вихідним отвором насадки, а вісь Ох проходить горизонтально в напря­
мі польоту струменя (рнс. 3.54). Знайти дальність польоту І, висоту підйому h і кут, 
при якому дальність польоту найбільша.

О Виділимо в струмені води частинку одиничної масн. Якби на неї не діяла
сила тяжіння, то за час І вона пройшла б шлях, який дорівнює модулю вектора ON =  
=  (vBl  cos a; v0t sin а), де — початкова швидкість частинки.

Під дією сили тяжіння частинка за той же час t  пройде шлях, що дорівнює дов­
жині дуги ОМ. Оскільки снла тяжіння напрямлена вертикально вниз, то радіус-

—>- /  gt2\
вектор частинкн має вигляд ОМ =  (х\ у) — І и0/ cos a; v0i  sin а  — ~2~ І • де К — ПРИ'

скорення снлн тяжіння. Рівняння
х =  oBt cos а ;

g t2
у  =  vBt sin а  — —g— ,

— це параметричні рівняння траєкторії польоту частинки. Виключивши параметр 
/, дістанемо у  =  ах  — Ьх2, де

g
а =  te  a ; b =  „ sec2 а .

Н
Таким чнном, траєкторія руху частинкн, а отже, і весь струмінь мають форму 

параболи. Дальність польоту струменя дістанемо з його рівняння при у  =  0, а ви­
соту підйому — прн x — Jl.\

 ̂_  ujj sin 2а ^ sin* а

Є
Дальність польоту найбільша, якщо а  =  45°. ф

6.6. Полярні та параметричні рівняння кривих другого порядку
1. Нехай в прямокутній системі координат рівнянням (53) задано
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коло. Якщо ввести полярні координати р і <р так, як указано в п. 2.3 
(гл. 2), то рівняння (53) запишеться у вигляді

(р сов ер)2 +  (р Біпф)2 =  Я 2; або р = # .  (70)
Це і є полярне рівняння кола з центром у полюсі і радіусом /?. Щоб
вивести параметричні рівняння кола, позначимо через / кут між віссю
Ох і радіусом-вектором ОМ довільної точки М  (аґ; у) кола (рис. 3.55). 
Точка М  (аг; у) лежить на колі тоді і тільки тоді, коли

х  =  І їсо5І ,  і/ =  /? віп /; 0 ^  <  2л- (71)
Рівняння (71) називаються параметричними рівняннями кола.

2 . Розглянемо тепер криву І, яка може бути еліпсом, параболою 
або правою віткою гіперболи (рис. 3.56).

Нехай ^  — фокус кривої І (якщо І — еліпс, то ^  — його лівий 
фокус), й — відповідна цьому фокусу директриса, 2 о — довжина 
хорди, яка проходить через фокус паралельно директрисі, і е — екс­
центриситет кривої І. Введемо полярну систему координат так, щоб 
її полюс збігався з Р ,  а полярна вісь /-аг була перпендикулярною 
до директриси й і напрямлена в бік, протилежний від неї. Тоді згідно 
з загальним означенням кривої другого порядку (зауваження п. 6.5) 
маємо

Рнс. 3.55 Рнс. 3.56

MQ
(72)

Оскільки MF  =  р, то

NlF -  р = є ,  MQ =  Q1N1 + M N  = -^ - + p c o s c p
QiNi  ~  QXN1 

і з рівності (72) дістанемо

р = - і  Р-  . (73)
г  1 —  8 COS ф

Це і е загальне полярне рівняння кривої І. При 0 <  е <  1 рівняння 
(73) визначає еліпс, прие =  1 — параболу, а при е >  1 — праву вітку
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гіперболи. Рівняння лівої вітки 
гіперболи в обраній полярній си­
стемі має вигляд

р =
—р

1 е  c o s  <р

Число р в полярних рівняннях 
називається полярним параметром 
кривої. Для того щоб виразити р 
через параметри канонічних рів­
нянь (57), (61) і (6 8 ) кривої І, до­
сить в це рівняння підставити ко­
ординати точки N  і х =  с, у  =

=  р — для еліпса і гіперболи і х =  у =  р  — для параболи. Тоді

для еліпса і гіперболи маємо Р =  а для параболи полярний пара­
метр дорівнює параметру р її канонічного рівняння (6 8 ). Рівняння
(73) застосовується в механіці.

Приклад
я

Яку крнву визначає полярне рівняння р =
2 — У 2 cos ф

О Прнвівшн дане рівняння до вигляду р =
1 —

У  2 дістанемо!
c o s  ф

і/о
р =  4, є =  — — <  1. Отже, задана лінія є еліпс. Знайдемо його півосі. Оскіль-

62
кн, р =  4 =  —g- і е2 — —5-  =  -п~ . то а =  8 і 6 = 4  \ г 2-

Наведемо без доведення параметричні рівняння еліпса і гіперболи 
[9]. Параметричні рівняння

х =  х0 +  a cos t\ у  =  +  b sin  /, (a >  0 , b >  0 , 0 ^  / <  2 n)
задають еліпс з центром у точці (х0; у0) і з півосями а і Ь.

Параметричні рівняння гіперболи з центром у точці (х:0; у0) і пів­
осями а і Ь мають вигляд
х =  х0 +  a ch t; у  =  у0 +  b sh t, (а >  0 , b >  0 , — 00 <  t <  +  оо),

де ch / і sh t  — гіперболічний косинус і гіперболічний синус (гл. 5, 
п. 2.4).

П риклад
Кривошип ОА (рис. 3.57) обертається навколо точки О із сталою кутовою швид­

кістю (о і приводить у рух повзун В за допомогою шатуна АВ, причому ОА =  АВ  =* 
=  а. Скласти рівняння траєкторії середньої точки М  шатуна.
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О  Нехай М  (де; у) — середня точка шатуна АВ,  <р =  /_ АОВ,  тоді
1 З

х =  OAt  +  =  О A cos q> +  О A cos ср =  "jpo cos <р;

у =  MMt — MB sin q> =  - g -  a sin ф.

Оскільки <p =  <0/, to
3 1

x = -g -a c o s to /;  у  =  -g -  a sin a t ,

де / — час. Отже, траєкторією середньої точкн шатуна є еліпс. Вилучивши параметр 
/, дістанемо Ного канонічне рівняння:

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається лінією другого порядку?
2. Що називається колом? Вивести рівняння кола з центром у точці М0 (*о! У0) 

1 радіусом
3. Вивести полярне і параметричні рівняння кола.
4. Що називається еліпсом? Вивести канонічне рівняння еліпса.
5. Дослідити форму еліпса, заданого канонічним рівнянням, і побудувати його,
в. Записати полярне і параметричні рівняння еліпса.
7. Що називається гіперболою? Вивести канонічне рівняння гіперболи.
8. Дослідити форму гіперболи, заданої канонічним рівнянням, і побудувати її.
9. Записати полярні і параметричні рівняння гіперболи.

10. Вивести рівняння асимптот гіперболи.
11. Що називається фокальним радіусом, ексцентриситетом і директрисою еліп­

са, гіперболи?
12. Що називається параболою? Вивести канонічне рівняння параболи і до­

слідити її  форму.
13. Записати полярне рівняння параболи. Чому, дорівнює полярний параметр 

в полярних рівняннях еліпса, гіперболи і параболи?
14. У чому полягає характерна особливість директрис еліпса, гіперболи і пара­

боли? Дати загальне означення цнх кривих.
15. Знайти радіус і координати центра кола

16. Скласти рівняння кола з центром у точці (2; 2), яке дотикається до прямої 
Зх у  — 18 — 0.

17. Знайти довжину хорди еліпса 4х2 +  9у2 =  36, яка проходить через його 
фокус перпендикулярно до великої осі.

18. Обчислити ексцентриситет еліпса, якщо відстань між його фокусами дорів­
нює середньому арифметичному довжин осей.

20. Скласти канонічне рівняння параболи, у  якої відстань від фокуса до директ­
риси дорівнює 12.

2*2 - f  2у2 — 12х +  у  +  3 =  0.

19. Скласти канонічне рівняння гіперболи, яка проходить через точку 

■ і має асимптоти у  =  ± 2 х .
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21. Яку крнву визначає полярне рівняиия р = -------- —  ?

~2~
g

В і д п о в і д і .  15. 2; ( 0 ; — 2). 16. (х — 2)а +  (у — 2)2 =  10. 1 7 . - g - ,  18. 0 ,8 .

1В. —  — — =  1. 20. у2 =  24*. 21. J/2 =  4 ( х + 1 ) .

§ 7 . П О В Е РХ Н І ДРУГОГО П О Р Я Д К У

7.1. Поняття поверхні другого порядку
Поверхнею другого порядку називається множина точок, прямокут­

ні координати яких задовольняють рівняння виду
ах2 +  Ьу2 +  сг2 +  йху +  ехг +  їуг  +  цх  +  Ну +  кг +  / =  0, (74) 

де принаймні один з коефіцієнтів а, Ь, с, й, е, /  відмінний від нуля.
Рівняння (74) називається загальним рівнянням поверхні другого 

порядку.
Поверхня другого порядку як геометричний об’єкт не змінюється, 

якщо від заданої прямокутної системи координат перейти до іншої. 
При цьому рівняння (74) і рівняння, знайдене після перетворення ко­
ординат, будуть еквівалентні.

Можна довести [14], що існує система координат, в якій рівняння
(74) має найпростіший (або канонічний) вигляд.

До поверхонь другого порядку належать, зокрема, циліндричні 
та конічні поверхні, поверхні обертання, сфера, еліпсоїд, однопорож­
нинний та двопорожнинний гіперболоїди, еліптичний та гіперболіч­
ний параболоїди. Розглянемо ці поверхні та їхні канонічні рівняння.

7.2. Циліндричні поверхні
Циліндричною поверхнею називають поверхню о, утворену множи­

ною прямих (твірних), які перетинають задану лінію (напрямну) 
1 паралельні заданій прямій І (рис. 3.58). Вивчатимемо лише такі 
циліндричні поверхні, напрямні яких 
лежать в одній з координатних площин, 
а твірні паралельні координатній осі, 
яка перпендикулярна до цієї площини.

k
S  < M (w )

• d

а

У
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Розглянемо випадок, коли твірні циліндричної поверхні паралель­
ні осі Ог, а напрямна лежить в площині Оху.

Нехай задано рівняння
! (х ,у )= *0 ,  (75)

яке в площині Оху визначає (рис. 3.59) деяку лінію Ь — множину 
точок М  (х ; у), координати яких задовольняють це рівняння. Дане 
рівняння задовольняють також координати всіх тих точок N  (аг; у; 
г) простору, у яких дві перші координати х і у збігаються з координа­
тами будь-якої точки лінії Ь, а третя координата г — довільна, тобто 
тих точок простору, які проектуються на площину Оху в точки лі­
нії Ь.

Всі такі точки лежать на прямій, яка паралельна осі Ог і перети­
нає лінію /. в точці М (х; у). Сукупність таких прямих і е циліндрич­
ною поверхнею о.

Якщо точка не лежить на поверхні о, то вона не може проектувати­
ся в точку лінії Ь, тобто координати такої точки рівняння (75) не за­
довольняють. Отже, рівняння (75) визначає поверхню о. Таким
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чином, рівняння /  (х, у) =  0 визначає в просторі циліндричну поверхню, 
твірні якої паралельні осі Oz, а напрямна L в площині Оху задається 
тим самим рівнянням /  (х , у) =  0. Ця сама лінія в просторі Охуг за­
дається двома рівняннями:

f (x,  у) = 0 ; 
z =  0 -

Аналогічно рівняння /  (л:, z) =  0 , в якому відсутня зміна у, визна­
чає в просторі циліндричну поверхню, твірні якої паралельні осі Оу, 
а напрямна L в площині Oxz задається тим самим рівнянням f  (х, z) =* 
=  0 ; рівняння /  (у, г) =  0  визначає в просторі циліндричну поверх­
ню, твірні якої паралельні осі Ох.

Приклади
1. Поверхня, яка визначається рівнянням х2 +  У2 =  R2. є циліндричною і на­

вивається прямим круговим циліндром. Її твірні паралельні осі Ог, а напрямною в 
площині Оху є коло де2 +  у2 — R2 (рис. 3.60, а).

х 2 <>2
2. Поверхня, яка визначається рівнянням —  +  -—• =  1, є циліндричною і

а2 Ь-
називається еліптичним циліндром (рис. 3.60, б).

Xі и23. Циліндрична поверхня, яка визначається рівнянням—— — -2_  =  1, назива-
а2 0 і

ється гіперболічним циліндром (рис. 3.60, в).
4. Циліндрична поверхня, яка визначається рівнянням у 2 — 2рх, називається 

параболічним циліндром (рис. 3.60, г).
5. Рівняння г 2 =  і — у  визначає в просторі параболічний циліндр, напрямна 

якого в площині Оуг є парабола г2 — 1 — у, а твірні паралельні осі Ох (рис. .3.60, 3).

7.3. Поверхні обертання
Поверхню, утворену обертанням заданої плоскої кривої І навколо 

заданої прямої (осі обертання), яка лежить в площині кривої І, нази­
вають поверхнею обертання.

Нехай лінія І, що лежить в площині Оуг, задана рівняннями

|F (K , Z) =  0;
[ X  = 0

(X, Y , Z  — змінні координати точок лінії І, а х, у, z) — змінні коор­
динати точок поверхні).

Розглянемо поверхню, утворену обертанням цієї лінії навколо осі 
Oz (рис. 3.61), і знайдемо рівняння поверхні обертання.

Проведемо через довільну точку М  (аг; у\ z) поверхні обертання пло­
щину, перпендикулярну до осі Oz, і позначимо через К  і N  точки 
перетину цієї площини з віссю Oz і лінією І. Оскільки відрізки I Y  |, 
K N  і КМ  рівні між собою як радіуси, К Р =  У, РМ =  х, то Y  => 
=  ±  V х 2 -(- уг, крім того, Z =  z. Оскільки координати точки N  
задовольняють рівняння F (X , Z) =  0, то, підставляючи в це рівняння
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т у , і )

вамість У, 1  рівні їм величини ±  У х 2 +  у2, г, 
дістанемо рівняння

Р ( ± У х 2 + у 2, 2) = 0 ,  (76)
яке задовольняє довільна точка М  (х; у, г) по­
верхні обертання. Можна показати, що коорди­
нати точок, які не лежать на цій поверхні, 
рівняння (76) не задовольняють. Отже, рівняння 
(76) є рівнянням поверхні обертання.

Аналогіуно можна скласти рівняння поверхонь 
обертання навколо осей Ох і Оу. Таким чином, 
щоб дістати рівняння поверхні обертання кривої 
навколо якої-небудь координатної осі, треба 
в рівнянні кривої залишити без зміни координа­

ту, яка відповідає осі обертання, а другу координату замінити на 
квадратний корінь із суми квадратів двох інших координат, взятий 
із знаком +  або —.

Приклад
Знайти рівняння поверхні обертання еліпса де2 +  4у2 =  4 ,г  =  0 навколо осі Ох,
О У рівнянні еліпса треба залишити без зміни координату де, а замість коорди­

нати у  підставити в рівняння ±  У  у 2 +  гг:
X®

дсг 4 (у 2 +  г2) =  4 або +  У2 +  гг =  1. •

7.4. Конічні поверхні
Конічною поверхнею називається поверхня, утворена множинею 

прямих, що проходять через задану точку Р і перетинають задану лі­
нію і .  При цьому лінія /. називається напрямною конічної поверхні, 
точка Р — її вершиною, а кожна з прямих, які утворюють конічну 
поверхню,— твірною.

Нехай напрямна Ь задана в прямокутній системі координат рів­
няннями

(X, У, г )  =  0 ;
./=■,(*. у , г )  =  о,

а точка Р (аґ0; у0\ г0) — вершина конічної поверхні (рис. 3.62). Щоб 
скласти рівняння конічної поверхні, візьмемо на поверхні довільну 
точку М  (аг; у; г) і позначимо точку перетину твірної РМ  з напрямною 
Ь через N ( Х\ У\  1).

Канонічні рівняння твірних, які проходять через точки N і Р,  
мають вигляд

* — *0 _  _У — У0____ 2 — г 0 (78)

(77)

X " Уо 2 - г „
Виключаючи X, У і Z з рівнянь (77) і (78), дістанемо шукане рів­

няння конічної поверхні.
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Приклади
1. Скласти рівняння конічної поверхні з вершниою в точці 0  (0; 0; 0) і з напрям­

ною заданою рівняннями
X  У
а 2 +  *2 =  •. £ = С .

О  Нехай М  (де; у, г) — довільна точка конічної поверхні, а N  (X; У; 2) — точ­
ка перетину твірної ОМ і лінії Ь. Канонічні рівияння твірної ОМ мають внгляд

— —  =  4 - • Оскільки 1 - е ,  то X  =  с І -  , У =  с — . Підставляючи ці зна- 
X  У І  г г

чення X  і У в перше з рівнянь напрямної і ,  дістанемо шукане рівняиия:

+  '
** у* г1

~  *> п2 Т  /,2 с2 =сРг* 1 Ь2г2
При а — Ь напрямною І* є коло X і  4- У2 — а.2, ї  =  с, а рівняння конічної поверхні

X2 и2 22 л і тмає вигляд— _— =  0. Ця поверхня називається прямим круговим ко­
сі2 1 а2___ с2

нусом (рис. 3.63).
2. Рівняння конічної поверхні, вершиною якої е точка О (0; 0; 0), а напрям­

ною — еліпс (рис. 3.64)
У2 7 2

=  і, У =  5

має вигляд
9

25 =  0.
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7.5. Сфера
Сферою називають множину всіх то­

чок простору, рівновіддалених від зада­
ної точки, яка називається центром ко­
ла. Відрізок, що сполучає центр сфери 
в її довільною точкою, називається ра­
діусом сфери.

Візьмемо в просторі прямокутну си­
стему координат Охуг. Щоб скласти рів­
няння сфери з центром у точці 0 1 (а; і ;  с) 
і радіусом /? (рис. 3.65), візьмемо в 
просторі довільну точку М (х\ у, г).
Точка М  належить сфері тоді і лише тоді, 
коли Од/И =  Я, або У (х — а)2 +""*

(у — Ь)2 +  {г — с)2. Це і є рівняння сфери. Для зручності його 
ваписують у такому вигляді:

(х - а ) 2 +  ( у - Ь Г  +  ( г - с ) 2 =  № . (79)
Зокрема, якщо центр сфери збігається з початком координат, тоб-

тоа — Ь =  с =  0, то рівняння такої сфери має вигляд
х2 +  у2 +  г2 =  /?2.

Я кщо в рівнянні (79) розкриємо дужки, то матимемо загальне рівняння 
сфери

X2 +  У2 +  2 2 +  Ах  +  Ву  +  Сг +  О =  0, (80)
де А =  —2а, В  =  —2Ь, С =  —2с, Я =  а 2 +  Ьг +  с2 — Я2.

Це рівняння має такі властивості.
1 °. Рівняння (80) є рівнянням другого степеня відносно х, у  і г, от­

же, сфера — поверхня другого порядку.
2 °. Коефіцієнти при х2, у2, г2 рівні між собою.
3°. У рівнянні відсутні члени з добутками ху, хг, уг.
Проте не всяке рівняння виду (80), яке задовольняє умови 1°—3°, 

еображує сферу.
П р и к л а д и
1. Знайти центр і радіус сфери, заданої рівнянням

** +  У2 +  г* +  2д: +  4у  — 6г — і і =  0.
О Виділяючи повні квадрати по де, у  і г, запишемо задане рівняння у вигляді 

(де +  і)2 +  (у +  2)2 +  (г — 3)г =  25. Отже, точка Ох (— і; —2; 3) — центр сфери 
і /? =  5 — її радіус. •

2. Рівняння де2 +  у2 +  га +  2де +  4у — 6г +  15 =  Ох або (х +  і)а 4- (У 4- 2)2 4- 
+  (г — 3)2 = — 1 не визначає ніякого геометричного об’єкта.

7.6. Еліпсоїд
Еліпсоїдом називається поверхня, яка в деякій прямокутній си­

стемі координат визначається рівнянням

+ (81)
119



Рівняння (81) називається канонічним рівнянням еліпсоїда. Дослі­
дження форми еліпсоїда проведемо методом паралельних перерізів. 
Для цього розглянемо перерізи даного еліпсоїда площинами, пара­
лельними площині Оху. Кожна з таких площин визначається рівнян­
ням г =  Л, де /і — довільне дійсне число, а лінія, яка утвориться в пе­
рерізі, визначається рівняннями

а3 т* Ь*
№
са =  н. (82)

Дослідимо рівняння (82) при різних значеннях /г.
1. Якщо | Л | >  с, с >  0, то —д- +  -р- <  0 і рівняння (82) ніякої

лінії не визначають, тобто точок перетину площини г =  /г з еліпсої­
дом не існує.

2. Якщо Л =  ±  с, то +  -р- =  0 і лінія (82) вироджується в
точки (0 ; 0 ; с) і (0 ; 0 ; —с), тобто площини г =  с і г =  — с дотикаються 
до еліпсоїда.

3. Якщо |Л |< с ,  то —2- + - ^ - =  1, де \  =  о. У 1 .
  “1 “1

Ьх = Ь  ] /"  1  тобто площина г =  Н перетинає еліпсоїд по еліпсу
з півосями а1 і &1. При зменшенні Н значення а1 і Ь1 збільшуються і 
досягають своїх найбільших значень при /і =  0 , тобто в перерізі 
еліпсоїда площиною Оху матимемо найбільший еліпс з півосями а1 =« 
=  а, Ь1 — Ь.

Аналогічні результати дістанемо, якщо розглядатимемо перерізи 
еліпсоїда площинами х =  Н і у  =  /г.

Таким чином, розглянуті перерізи дають змогу зобразити еліпсоїд 
як замкнуту овальну поверхню (рис. 3.66). Величини а , Ь, с назива­
ються півосями еліпсоїда. Якщо будь-які дві півосі рівні між собою, 
то триосний еліпсоїд перетворюється в еліпсоїд обертання, а якщо всі

три півосі рівні між собою,— усферу.

Приклад
Знайти центр і півосі еліпсоїда, заданого 

рівнянням

З*2 +  V  +  6г2 — 6х +  16і/ — 36г +  49 =  0.

О Виділяючи повні квадрати відносно 
х, у,  г, дістанемо

З (х — І)2 +  4 (у +  2)г +  6 (г — З)2 =  36

( х - 1 ) *  . ( у +  2)* ( г - 3 ) а
о +або 12 =  1 .
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Отже, даний еліпсоїд має півосі: а =  2 У з ,  Ь =  3, с =  у'б: його 
центр знаходиться в точиі О П; —2; 3). •

7.7. Однопорожнинний гіперболоїд
Однопорожнинним гіперболоїдом називається по­

верхня, яка в деякій прямокутній системі координат 
визначається рівнянням

*Л «.2 «2Л— л - ± ____ і_  _  і„ї ~  £2 ^2 ' ' (83)

Рис. 3.67

Рівняння (83) називається канонічним рівнянням 
однопорожнинного гіперболоїда.

Досліджують рівняння (83), як і в попередньому 
пункті, методом паралельних перерізів. Перетинаючи 
однопорожнинний гіперболоїд площинами, паралель­
ними площині Оху, дістанемо в перерізі еліпси. Якщо поверхню (83) 
перетинати площинами х =  Н або у  =  Н, то в перерізі дістанемо гіпер­
боли.

Детальний аналіз цих перерізів показує, що однопорожнинний гі­
перболоїд має форму нескінченної трубки, яка необмежено розширю­
ється в обидва боки від найменшого еліпса, по якому однопорожнин­
ний гіперболоїд перетинає площину Оху (рис. 3.67).

П р и к л а д
X2 у2

Знайти лінії перетину однопорожнинного гіперболоїда — —д - — -

1 площинами: а) Охг; б) Оху; в) х =  4.
О  а) Лінією перетину площини Охг з даним гіперболоїдом е гіпербола

^2 2®
1, у  =  0, або - Т -  — -ттг- =  1, у  =  0.

16

г2
16

б) Лінією перетину площини Оху з даним гіперболоїдом є еліпс:
V 2  и 2  7 2

=  1, 2 =  0.
у* 2 X*

• -|~ —д— |0 =  1 , 2 =  0, або 4 + "4 4“ 9
в) Л інія перетину площини х =  4 з даним гіперболоїдом е гіпербола:

У* . л УІ+  д — і0 — *> х ~  4. або ^  4 3  1 , ж —4. #

7.8. Двопорожнинний гіперболоїд
Двопорожнинним гіперболоїдом називається поверхня, яка в де­

якій прямокутній системі координат визначається рівнянням

+ у*
ь2 ■***“ о -- 1 • (84)

Рівняння (84) називається канонічним рівнянням двопорожнинного 
гіперболоїда.
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Метод паралельних перерізів дає змогу зобразити двопорожнинний 
гіперболоїд як поверхню, що складається з двох окремих порожнин 
(звідси назва двопорожнинний), кожна з яких перетинає вісь Ог і має 
форму опуклої нескінченної чаші (рис. 3.68).

Приклад
Скласти рівняння поверхні обертання, утвореної обертанням гіперболи І— —

4
и2— =  і , г  =  0 навколо осі абсцис, і визначити вид поверхні.

О Підставивши в рівняння гіперболи замість у  вираз ±  У  У* +  гг, маємо 
х2 у 2 +  г2 у г 22 х2

~ Г - - Ч —  аб° -Т - +  -9 — —  =  - 1’
Це рівняння двопорожнинного гіперболоїда, якнй перетинає вісь Ох в точках (2; Оі
0) і (—2; 0; 0) (рис. 3.69). •

7.9. Еліптичний параболоїд
Еліптичним параболоїдом називається поверхня, яка в деякій 

прямокутній системі координат визначається рівнянням
X2 У2

- 2 Г + - & " = * ,  (85)

що є канонічним рівнянням еліптичного параболоїда. Він має форму 
нескінченної опуклої чаші (рис. 3.70). Лініями паралельних перерізів 
еліптичного параболоїда є параболи або еліпси.

Приклад
Знайти точки перетину еліптичного параболоїда

Xі■2

2 =  ~4~ +  У*
з прямою

х — 2 у +  1 г — 10



О Запишемо параметричні рівняння даної прямої:
* = 2 / +  2, у  =  -— і 1, г =  4 / +  10.

Підставимо вирази для де, у, г  в рівняння параболоїда і знайдемо ті значення парамет­
ра, які відповідають точкам перетину:

(2/ 4- 2)г
4< -|- 10 — 4 ~ +  (— <— »)*: 4 < +  10 =  2/а +  4/ +  2; ^  =  — 2, =  2.

Підставляючи знайдені значення параметра в параметричні рівняння прямої, зна­
йдемо точки перетину: М і  (—2; 1; 2) і М.А (6; —3; 18). •

7.10. Гіперболічний параболоїд
Гіперболічним параболоїдом називається поверхня, яка в деякій 

прямокутній системі координат визначається рівнянням

(86)=  2 ,

що є канонічним рівнянням гіперболічного параболоїда. Ця поверхня 
має форму сідла (рис. 3.71).

Лініями паралельних перерізів гіперболічного параболоїда є гі­
перболи або параболи.

7.11. Лінійчаті поверхні
Поверхні, твірні яких є прямі лінії, називаються лінійчатими. 

Такими поверхнями є циліндричні та конічні поверхні. Розглянемо 
рівняння однопорожнинного гіперболоїда (83) і запишемо його у ви­
гляді

(++4-)К— Н - ( І + * ) (■ -* ) •
Складемо систему рівнянь:

(87)

(88)

де к — довільний, відмінний від нуля, параметр.
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Рис. 3.72 Рис. 3.73

При певному значенні параметра к кожне з рівнянь системи (88) 
визначає площину, а кожна з систем визначає пряму лінію як пере­
тин площин.

Якщо перемножити рівняння (88) почленно, то дістанемо рівнян­
ня (87). Тому довільна точка (х\ у\ г), що задовольняє систему (88), 
лежить на поверхні (87). Це означає, що кожна з прямих (88) пов­
ністю лежить на поверхні однопорожнинного гіперболоїда (рис. 3.72). 
Отже, однопорожнинний гіперболоїд — лінійчата поверхня. Те 
саме стосується і гіперболічного параболоїда (86).

Зазначимо, що однопорожнинні гіперболоїди застосовуються в бу­
дівництві. Спорудження різноманітних висотних веж з використан­
ням прямолінійних твірних однопорожнинного гіперболоїда поєднує 
в собі міцність конструкції і простоту її виконання. Ідея викорис­
тання однопорожнинного гіперболоїда в будівництві належить 
російському вченому В. Г. Шухову. За проектом ІІІухова побудована 
телевізійна вежа на ІІІаболовці в Москві. Вона складається з секцій 
однопорожнинних гіперболоїдів обертання.

П риклад
„ .   „ . .. х2 у2
Знай ги ті прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда х =  - д - — ,

які проходять через точку А 4̂; 2; - д - |  .

О  Запишемо задане рівняння у вигляді г =  +  •

Складемо систему рівнянь
З 2 ’

Підставивши координати точки

З +  2 _  А *
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Рис. 3.75

А в перше рівняння системи, знайдемо к — - у  . Отже, пряма

7 ’ ( \ 4 х — 2 \у  —- 18г =  0;
або <

7 (2х — З у —  14 =  0
± . Л - ____З +  2 ~  3 ’

є однією з тих твірних заданого параболоїда, яка проходить через точку А.  Другу 
твірну знаходимо аналогічно з системи

х І У иЗ +  2 — гк<

З а в д а в и я  д л я  с а м о к о в т р о л ю

1. Що називається поверхнею другого порядку?
2 . Довести, що рівняння /  (х, у) =  0 задає в просторі циліндричну поверхню, 

твірні якої паралельні осі Ог, а напрямна задається тим самим рівнянням.
3. Скласти рівняння поверхні, яка утворюється обертанням лінії, заданої рів­

нянням /  (у, г) =  0 навколо осі Ог.
4. Як скласти рівняння конічної поверхні, заданої вершиною і напрямною 

лінією?
5. Скласти і охарактеризувати рівняння сфери.
6. Що називається еліпсоїдом? У чому полягає метод паралельних перерізів?
7. Що називається однопорожнинним гіперболоїдом? Довести, що в перерізах 

однопорожнинного гіперболоїда площинами х  =  Н і у  =  Н утворюються гіперболи.
8. Що називається двопорожнинним гіперболоїдом? Дослідити перерізи цієї 

поверхні площинами г  =  Н.
9. Що називається еліптичним параболоїдом? Дослідити лінії перетину пара­

болоїда площинами х =  И.
10. Скласти рівняння поверхні, утвореної обертанням лінії у  =  х навколо осі 

Ох. Побудувати поверхню.
11. Яку поверхню визначає рівняння Xі — у - — г г — 4 =  0? Побудувати по­

верхню.
12. Яка поверхня визначається рівнянням у  =  ха +  г г? Побудувати поверхню.
В і д п о в і д і .  10. х2 =  у2 +  г2 (рис. 3.73). 1 1 . Двопорожнинний гіперболоїд

обертання (рис, 3,74), 12. Параболоїд обертання (рис, 3.75),
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ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ

Математичний аналіз — це сукупність розділів математики, при­
свячених дослідженню функцій методами нескінченно малих. Основи 
дано у працях І. Ньютона, Г. Лейбніца, Л. Ейлера та інших мате­
матиків 17— 18 ст. Обгрунтування математичного аналізу за допомо­
гою поняття границі належить О. Л. Коші.

Курс математичного аналізу містить такі розділи: вступ до аналі­
зу, диференціальне числення, інтегральне числення і теорія рядів.

У 19—20 ст. методами математичного аналізу почали вивчати склад­
ніші математичні об’єкти, ніж функції. Це привело до створення 
функціонального аналізу та багатьох інших математичних дисциплін.

§ 1. Д ІЙ С Н І Ч И С Л А

1.1. Множини. Логічні символи
Поняття множини є одним з фундаментальних у математиці. Воно 

належить до понять, яким не можна дати строге означення, тобто до 
так званих первісних, які не можна виразити через простіші поняття. 
Інтуїтивно множину розуміють як сукупність (сімейство, набір, зі­
брання) деяких об’єктів, об’єднаних за певною ознакою чи власти­
вістю.

Прикладами множин може бути множина деталей, з яких склада­
ється даний механізм, множина шкіл даного міста, множина зірок 
певного сузір’я, множина розв’язків даного рівняння, множина всіх 
цілих чисел тощо.

Об’єкти, з яких складається множина, називаються її елементами. 
Множини позначають великими буквами латинського алфавіту, а їх 
елементи — малими. Якщо елемент х  належить множині X , то пишуть 
х  6 X: запис х  £ X  або х  £  X  означає, що елемент х  не належить 
множині X.

Множина вважається заданою, якщо відома характеристика її 
елементів, коли про кожний елемент можна сказати, належить ві« 
цій множині чи ні. Так, множині цілих чисел належить число 7, але 
не належить число 0,7.

Множина, яка містить скінченну кількість елементів, називається 
скінченною. Запис А =  [ац ...; ат } означає, що множина А скін­
ченна і містить т  елементів. Множина X  =  {хг; х 2; ..., х п; . . .  }, яка 
містить нескінченну кількість елементів, називається нескінченною. 
Так, множина слухачів в даній аудиторії — скінченна, а множина три­
кутників, які можна вписати в дане коло,— нескінченна.

Множина, яка не містить жодного елемента, називається порож­
ньою і позначається символом 0 .  Прикладом порожньої множини є

Г л а в а  4
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множина дійсних коренів рівняння Л'АПВ
у? +  1 =  0. Нехай задано дві мно­
жини А і В. Якщо кожен елемент 
множини А є елементом множини 
В , то множину А називають під- 
множиною множини В і пишуть 
А а  В або В гз А («Л міститься 
в Ву> або «В містить Л»), Напри­
клад, множина натуральних чисел е
ПІДМНОЖИНОЮ ЦІЛИХ ЧИСеЛ. ОЧЄВИД- р нс. 4 .1
но, що кожна множина є своєю
ПІДМНОЖИНОЮ і порожня множина Є ПІДМНОЖИНОЮ будь-якої множи­
ни. Якщо множини А і В містять одні і ті самі елементи, тобто А а  
с= В і В с : А, то їх називають рівними і пишуть А —= В.

Визначимо деякі операції, які можна виконувати над множинами. 
Множину С, яка містить елементи, кожен з яких належить множи­

ні А або множині В, називають об'єднанням (сумою) множин А, В  
і позначають С =  А и В (рис. 4.1, а). Отже,

а Є А  и В  о  а Є А або а Є В.
Множину В , що складається з елементів, кожен з яких одночасно 
належить множинам А і В, називають перерізом (добутком) множин 
А \ В  \ позначають Б  =  А  Л В (рис. 4.1, б). Отже, а 6 А П В  »  
<=> а 6 В і а £ А.

Множину Е, що складається з елементів, кожен з яких належить 
множині А і не належить множині В, називають різницею множин 
Л і В і  позначають Е  =  Л \  В (рис. 4.1, в). Отже, а Є А \ В  «  
«  а 6  А і а £ В.

Наприклад, якщо

А =  { - 2 ;  - 1 ;  0; 1; 2}, В  =  {— ; 0; ; і} ,

то
С =  А и В = { — 2; - 1 ;  - І - ;  0; 1; 2} ,

Д =  Л п £> =  {0; 1}, Е =  А \ В  =  {— 2; - 1 ;  2}.
Нехай Р  (х) — деяка властивість числа х, тоді запис {х | Р (х)} 

означає множину всіх тих чисел х, для яких виконується властивість 
Р (х). Наприклад,

[ х \х2 —  1 =  0} =  {— 1 ; 1}, { х |х <  1, х > 5 }  =  0 .

1.2. Множина дійсних чисел
У курсі вищої математики часто використовують множини, еле­

менти яких є числа. Такі множини називаються числовими. Назвемо 
деякі З НИХ!
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1 ) множина натуральних чисел N  =  {1 ; 2 ; п; ...};
2 ) множина цілих невід’ємних чисел г о =  {0 ; 1 ; 2 ; п; ...};
3) множина цілих чисел 2  =  {0 ; ± 1 , ± 2 ; ±гс; ...};
4) множина раціональних чисел СІ =  {рід | р Є 2. <? Є Л̂ };
5) множина дійсних чисел Я  =  {х | х =  а, а ^ а д  ...}, де а £ 1 ,  

а.і — цифри десяткової системи числення.
Між цими множинами існує зв’язок:

Лгс= 2 0 с= 2 с ;( 2 с ;/? .
Множина дійсних чисел містить раціональні та ірраціональні числа. 
Всяке раціональне число є або цілим числом, або скінченним чи пе­
ріодичним десятковим дробом. Ірраціональне число — це нескін-

2 1ченний неперіодичний десятковий дріб. Так,-^- =  0,4; -у  =  0,333... —

раціональні числа; У  2 =■ 1,4142..., я =3,1415 ... — ірраціональ­
ні числа.

Не вдаючись до теорії дійсних чисел [11], зазначимо, що на мно­
жині дійсних чисел завжди виконуються операції додавання, відні­
мання, множення і ділення (крім ділення на 0). Корінь непарного сте­
пеня з довільного дійсного числа має одне дійсне значення. Корінь 
парного степеня з додатного числа має два значення, які відрізня­
ються лише знаком. Корінь парного степеня з від’ємного числа на мно­
жині дійсних чисел змісту не має.

Дійсні числа зображають точками (гл. 2. п. 2.2) на координатній 
осі або числовій прямій.

Таким чином, між множиною дійсних чисел і множиною всіх 
точок прямої можна встановити взаємно однозначну відповідність. 
Це означає, що кожному числу х в Я  відповідає певна точка пря­
мої і, навпаки, кожній точці прямої відповідає певне число.

1.3. Числові проміжки. Окіл точки
Нехай а і Ь — дійсні числа, причому а <ІЬ.  Розглянемо числові 

множини:
[а; Ь] =  { х |а ^ х < ;Ь }  
(а; Ь] =  {х І а <  х  ^  Ь} 
(а; Ь) =  { х | а < х <  Ь} 
[а; Ь) =  \ x \ a ^ x c b }

(а; +  оо) =  \ х \ а < х } ;  
(—  оо: Ь) — {х \ х <  Ь}; 
[а; +  оо) =  {х І а ^  х}; 
( — оо; Ь] =  {х  І

(— оо; +  оо) =  { х | —, о о < х <  + о о } .

Усі ці множини називаються числовими проміжками, причому 
la; b] — відрізок (сегмент), (а; Ь), (а; +оо), (—оо; Ь), (— оо; + °° )  — 
Інтервали, (а; Ь], [а; Ь), [а; + о о ) ,  (— « о , fr] — півінтервали.

Проміжки [а; Ь], {а; Ь), (а; Ь], [а; Ь) називаються скінченними і 
позначаються спільним символом (а; Ь); точки а і b називають від­
повідно лівим і правим кінцем цих проміжків.
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Останні з наведених проміжків називаються нескінченними. Сим­
воли —оо і +оо в цих проміжках не треба розглядати як числа; це 
символічне позначення процесу необмеженого віддалення точок чис­
лової осі від її початку вліво і вправо. Арифметичні операції над сим­
волами —оо і + оо  неприпустимі. Вважають, що будь-яке дійсне 
число х  більше, ніж —оо, і менше, ніж +оо: — оо <; х <  +  °о.

Введемо інтервали, що називаються околами точки. Нехай х0 — 
довільне дійсне число. Околом точки називають будь-який інтервал 
(а; Р), що містить цю точку, тобто а  <  х0 <  р. Так, околами точки 
х0 =  1 £ інтервали (—0,5; 1,5^, (0; 2) і т. д.

Інтервал (х0 — є; х0 +  є), де є >  0 , називають е-околом точки 
х0, причому точку х0 називають центром, а число є — радіусом околу. 
Цей окіл називають досить малим, якщо число є досить мале.

1.4. Модуль (абсолютна величина) дійсного числа
Модулем дійсного числа х  називають число | X |, яке визначається 

за формулою

І х, якщо х  >  0 ;
0 , якщо х  =  0 ;

— х, якщо х  <  0 .
Так, | 5 | =  5, | —4 | =  4, | я  — Б | =  5 — я,

х  — 3, х > 3 ;
|х  — 3 1 =  0 , х  — 3;

З — х, х < 3 .
Геометрично число | х  | визначає відстань від початку відліку 

0 до точки, відповідної числу х на числовій осі.
Розглянемо арифметичне значення кореня У  а2, де а — довільне 

дійсне число. Очевидно, що а, а >  0 ;
V  а2 = 0 , а =  0 ;

— а. а < 0 .
Отже, =  І а |.

Сформулюємо властивості модуля дійсного числа.
1°. Рівні між собою числа мають рівні між собою модулі: 

а =  Ь=>\а\ =  ІЬ І .
2 °. Модуль числа є число невід'ємне:

| * | > 0 .
3°. Число не більше свого модуля:

х ^ \ х \ .
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4°. Протилежні числа мають рівні між собою модулі:
\х\=*\  — х \ .

5°. Модуль суми двох чисел не більший суми їхніх модулів:
\х  + # К 1 * |  +  \У\- 

6 °. Модуль різниці двох чисел не менший різниці їхніх модулів: 
\х —  у \ > \ х \  — \у\ .

7°. Модуль добутку двох чисел дорівнює добутку їхніх модулів:
\ х - у \  =  \ х \ \ у \ .

8 °. Модуль частки дорівнює частці модулів діленого і дільника:

± \ = \ Ц ,  у ф 0 .
У І І У І

9°. Якщо а >» 0, то нерівності | х  | ^  а та — а ^  х  ^  а рівно­
сильні:

У й > 0 : | х | ^ а « { х |  —
10°. Д л я  довільного числа а ; >  0  нерівності | х  | >  а та х  ^  — а 

або х  2 ^ а рівносильні:
( У а > 0 : |л : | ^ а ) о { л : |л : ^  — а або X ̂  а}.

Користуючись поняттям модуля, деякі з наведених вище проміж­
ків можна записати у вигляді

— — а; а] о  | х  | ^  а;
—  о о < х <  +  о о «  ( —  о о ;  о  І х  І < С  +  0 0 -

Зокрема, є-окіл точки х0 записується у вигляді х0 — е <  х  <  
<  х0 +  є «  (х0 — є; х0 4 - є) «  І х  — а:0 І <  е; цей самий окіл з ви­
колотою точкою х0 записується так:

0  <  І х  — х 0 1 <  є.
ПриНлад
Розв’язати нерівності: а) | 2х — 3 | <  5; б) (ж — 2)а ^  9.
О  а) За властивістю 9° маємо

—5 <  2х — 3 <  5, або —2 <  2х <  8, або —1 <  х  < 4 .
Отже, дана нерівність виконується для тих значень х, які належать інтервалу 
( - 1 ;  4). _

б) Оскільки у 'а 2 =  І о  І, то У  (х — 2)а — \ х  — 21 і за властивістю 10° маємо 
х  — 2 ;> 3 або х  — 2 ^  —3 => х  ;> 5 або х ^  — 1. Таким чииом, дана нерівність 
справедлива для всіх значень х £ (— оо; — 1] и [5; + о о ) .  •

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Як описати поняття множини? Навести приклади.
2. Записати множини: натуральних чисел, цілих невід’ємних чисел, цілих чи­

сел, раціональних чисел, дійсних чисел.
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3. Які множини називаються числовими проміжками?
4. Що називається е-околом точки х0?
5. Який зміст запису А =  {х  | Р  (*)}?
6. Як визначаються об’єднаний, переріз та різниця двох заданих множин? На­

вести приклади.
7. Що називається модулем дійсного числа? Який геометричний зміст модуля?
8. Сформулювати властивості модуля дійсного числа.
А. Розв’язати нерівності:
а) І З* +  1 І <  2; б) (х — 1)» >  9; в) | х» — 5х +  6 | >  ** -  5* +  6.
10. Розв’язати рівняння: а) І 2* -j- 1 І =  х*; б) І sin х  І =  sin х.4- 2; в) ї х  — 

-  1 | +  І х — 2 І =  1.
В і д п о в і д і .  9. а) 1; y j ;  б) (— оо; — 2)U [4; +  оо); в) (2; 3). 10. а) — 1; 

1 + / 2; б) — Y  +  2kn, k £ Z \  в) [1 ; 2J.

б 2. ФУНКЦІЯ

2.1. Сталі і змінні величини
Величина — одне з основних математичних понять, зміст якого 

з розвитком математики змінювався і узагальнювався. Це поняття 
настільки широке і всеохоплююче, що його важко визначити. Маса, 
сила, тиск, напруга, довжина, об’єм, дійсн? число, вектор — все це 
приклади величин. На першій стадії під величиною розуміли те, 
що, виражаючись в певних одиницях (наприклад, довжина в метрах, 
маса — в грамах і т. д.), характеризується своїм числовим значенням.

Згодом величинами стали і такі поняття, як число, вектор та інші. 
Величини в деякому процесі можуть набувати різних або однакових 
числових значень. У першому випадку величина називається змінною, 
у другому — сталою.

Приклади
1. Відношення довжини кола до його діаметра є величина стала для всіх кіл 

і дорівнює числу я.
2. Величина х, яка задовольняє умову х  Є [0; 1], є змінною величиною.
3. Якщо в різних місцях і на різних глибинах озера вимірювати одночасно тиск 

води і ї ї  густину, то виявитьси, що тиск — змінна величина, а густину можна вважа­
ти величиною сталою.

У перших двох прикладах стала і змінна величини визначаються 
точно. У третьому випадку густина води, хоч і незначно, але зміню­
ється, тому вона є сталою тільки з певною точністю. В багатьох ре­
альних явищах можна вка?ати величини, які лише умовно будуть 
сталими.

Предметом вищої математики є вивчення змінних величин.
Стала величина вважається окремим випадком змінної: стала — 

це така змінна, всі значення якої рівні між собою.
Якщо величина набуває своїх значень дискретно (перервно), то 

її називають послідовністю (п. 3.1). Якщо ж змінна величина набуває 
неперервних значень, то її просто називають змінною.
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2.2. Поняття функції
Вивчаючи те чи інше явище, ми, як правило, оперуємо кількома ве­

личинами, які пов’язані між собою так, що зміна деяких з них приво­
дить до зміни інших.

Такий взаємозв’язок у математиці виражається за допомогою функ­
ції. Цей термін вперше ввів Г. Лейбніц.

П риклади
1. Нехай електричне коло складається з джерела постійної напруги і! і реоста­

та Я. При зміні опору Я змінюватиметься сила струму. Напруга СІ — величина стала 
(в даному колі), а опір Я і струм І — змінні, причому І змінюється залежно від змі­
ни Я за законом Ома: /  =  —  . тобто сила струму /  є функція опору Я.

Я
2. Під час вільного падіння тіла пройдений шлях 5  залежить від змінн часу І. 

Зв’язок між змінними величииамн 5  і і задається формулою

де % — прискорення при вільному падінні (сгала величина). Величина 5  залежить 
від зміни величини і, тобто шлях 5  є функцією часу і.

3. Згідно з законом Бойля — Маріотта об’єм газу V та тиск Р  при сталій тем­
пературі пов’язані формулою РV =  с, де с — деяка стала. Звідси

тобто змінна величина V змінюється залежно від зміни Р,  тому об’єм V є функція 
тиску Р.

4. Довжина І кола діаметра <1 визначається за формулою І =  псі, де я  — стала 
величина. Змінна І залежить від змінної величини сі, тобто довжина кола / є функцією 
діаметра сі.

Спільним у цих прикладах є те, що зв’язок між змінними вели­
чинами описується певним правилом (залежністю, законом, відповід­
ністю) так, що кожному значенню однієї величини (Е, Р, /, к) від­
повідає єдине значення другої (/, V, 5, І).

Дамо тепер означення функції. Якщо кожному числу х з деякої 
числової множини X  за певним правилом поставлене у відповідність 
єдине число у, то кажуть, що у  є функція від х і пишуть у =  /  (л"), 
х 6 X. Це означення належить М. 1. Лобачевському і Л Діріхле.

Змінна х називається незалежною змінною, або аргументом, а 
змінна у  — залежною змінною, або функцією; під символом /  розу­
міють те правило, за яким кожному х  відповідає у, або ті операції, 
які треба виконати над аргументом, щоб дістати відповідне значення 
функції

Множина X  називається областю визначення функції. Множина 
К усіх чисел у, таких, що у  =  /  (х) для кожного х £ X  називається 
множиною значень функції, тобто

у =  \ у \ у  =  / ( * ) ,  У х £ Х } .
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Іноді у означенні функції припускають, що одному значенню аргу­
мента відповідає не одне, а кілька значень у  або навіть нескінченна 
множина значень у. У цьому випадку функцію називають багато­
значною, на відміну від означеної вище однозначної функції. Прикла­
дами многозначних функцій є у=  ±  V х, у  =  Arcsin х  тощо. Надалі 
ми розглядатимемо лише однозначні функції.

У ширшому розумінні поняття функції вживається як синонім 
поняття відображення множини на множину.

Нехай задано дві непорожні множини X  і У з елементами х 6 X  
і у  £ У і нехай перетворення /  переводить х в у. Тоді це перетворен­
ня /  (правило, закон, відповідність, відображення, залежність) нази­
вають функцією і пишуть

X X  У або / :  X  У
(X  та У множини деяких елементів, не обов’язково числові).

У цьому випадку, як і у випадку числових множин X  та У, ці 
множини називають областю визначення та множиною значень функції. 
Залежно від природи множини X  та У для функції /  вживають різні 
назви. Так, якщо X  та У — множини дійсних чисел, то кажуть, що 
/  — дійсна функція дійсного аргументу; якщо X  — множина ком­
плексних чисел (гл. 7, п. 1.4), а У — множина дійсних чисел, то /  — 
дійсна функція комплексного аргументу; якщо X  — множина функ­
цій, а У — числова множина, то /  називається функціоналом.

Порівнюючи означення функції, бачимо, що в першому з них під 
функцією у =  f  (а) розуміють її значення — число у. За другим 
означенням функція — це закон або правило /, за яким кожному 
елементу х £ X  ставиться у відповідність єдиний елемент у  £ У. 
Таким чином, за першим означенням поняття функції зводиться до 
поняття змінної величини, а за другим — до поняття відповідності. 
Іноді поняття функції виражається і через інші поняття (наприклад, 
множину). Надалі користуватимемось першим означенням функції.

У курсі математичного аналізу розглядають функції, для яких 
область визначення X  і множина значень У складаються з дійсних 
чисел. Тому під поняттям «число», якщо не зроблено застереження, 
розумітимемо дійсне число.

З означення функції не випливає, що різним значенням аргументу 
відповідають різні значення функції. Функція може в усій області 
визначення набувати кількох або навіть одного значення. Зокрема, 
якщо множина значень функції складається лише з одного числа с, 
то таку функцію називають сталою і пишуть у =  с.

2.3. Способи задания функцій
Щоб задати функцію у  =  /  (х), треба вказати її область визначен­

ня X,  множину значень У  і правило /, за яким для довільного числа 
X £ X  можна знайти відповідне йому число у Є У.
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Основні способи задання функції: аналітичний, графічний і таб­
личний.

При аналітичному способі задання функції відповідність між ар­
гументом і функцією задається формулою (аналітичним виразом), 
де зазначено, які дії потрібно виконати над значенням аргументу та 
сталими числами, щоб дістати відповідне значення функції. Якщо 
при цьому область визначення не вказується, то під останньою розумі­
ють область існування функції — множину всіх дійсних значень аргу­
менту, для яких аналітичний вираз має зміст.

З а у в а ж е н н я .  Не слід ототожнювати функцію і формулу, за 
допомогою якої ця функція задана. Однією й тією формулою можна 
задавати різні функції, і навпаки, одна й та сама функція на різних 
ділянках ї ї  області визначення може задаватись різними формулами. 
Так, функції у =  х3, х  Є [0; 1] і у  =  х3, х  Є (2; 5) — різні, бо вони 
мають різні області визначення; функція

_  (2х— 1 , х <[ 0 ;
ІІЄ лг, х > 0

визначена на проміжку (—оо; + оо), але для недодатних і додатних 
значень аргументу її задано різними формулами.

О а) Х  =  {* | — і 2 +  3* + 4 > 0 )  =  {х |  — 1 < * < 4 }  =  (— 1; 4); 
б) X  =  {х \  sin (л — 2) > 0) =  [х І 2 (пп  - f  1) <  х <  (2n - f  1) я  - f  2 );

г) АГ =  {ж 1 4 — * > 0 }  П [ х \ х Ф \ ]  П { х і  х  — 2 > 0 }  =  (2;4];
д) формула у =  п\ ставить у відповідність кожному натуральному числу п чис­

ло у  =  п\. Наприклад, якщо п =  3, то у  =  ЗІ =  І • 2 • 3 =  6, якщо п =  5, то 
у = 5 І = 1 - 2 - 3 - 4 - 5  =  120. Отже, Х  — Ей (вважають, що 01 - 1). •

Ці приклади показують, що областю існування функції можуть 
бути досить різноманітні множини: відрізок, кілька або навіть не­
скінченна кількість відрізків, дискретна множина точок тощо.

Зазначимо, що задача знаходження множини У значень аналі­
тично заданої функції набагато складніша і пов’язана з задачею про 
екстремуми функції (гл. 6 , п. 6.3).

При графічному способі задання функції у =  f  (х) відповідність 
між змінними х  і у  задається графіком — множиною точок (х; у) 
площини, прямокутні координати яких задовольняють рівність у  =

Приклад
Знайти області визначення функції:

х  *{■ 2
а) у  =  — 7 ' • ; б) у  =

/ — +  Зх +  4 ’ У
х — 1

; б) у =  lg sin (x — 2); в) у =  arcsin 3jc
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=  f  (x). Залежно від того, яку задано функцію, графік її може скла­
датись з однієї суцільної лінії, кількох ліній, дискретної множини то­
чок площини тощо.

Графічним способом задання функції широко користуються при 
дослідженнях, пов’язаних з використанням таких самописних прила­
дів, як барограф (для запису змін атмосферного тиску), осцилограф 
(для запису змін електричного струму або напруги), електрокардіо­
граф (для запису електричних явищ, пов’язаних з діяльністю серця), 
термограф (для запису змін температури повітря) тощо. Криві (їх 
називають відповідно барограма, осцилограма, електрокардіограма, 
термограма), що їх виписують прилади, задають цілком певну функ­
цію, властивості якої характеризують перебіг того чи іншого процесу.

Графіки функцій можна спостерігати на дисплеях комп’ютерів. 
У математиці графіками широко користуються для геометричного 
зображення функцій, навіть тоді, коли ці функції задані аналітично. 
Якщо функція у  =  f  (х) задана на деякій множині X  формулою, то 
завжди можна вважати, що їй відповідає певний графік, який визна­
чає цю функцію геометрично. А якщо функція задана довільним графі­
ком, то чи можна її задати деякою формулою? Це дуже складне запи­
тання. Щоб відповісти на нього, потрібно з ’ясувати, який зміст має по­
няття формули. Якщо функція у  =  f  (х) задана формулою, то ми по­
ки що вважаємо, що функція у  утворюється за допомогою скінченного 
числа таких операцій над х, як додавання, віднімання, множення, ді­
лення, добування кореня, логарифмування, взяття sin, arcsin тощо. 
Математичний аналіз дає змогу значно розширити поняття формули. 
Зокрема, формулою вважається також і нескінченний ряд, членами 
якого є ті чи інші функції, тобто допускається нескінченне число опе­
рацій над цими функціями. За допомогою таких формул більшість 
кривих, що зустрічаються на практиці, можна задати аналітично 
(гл. 9).

Приклади
1. Графіком функції « / = 2 я  — 3, п £ N  є нескінченна множина ізольованих 

точок'(рис. 4.2), які лежать на прямій у  =  2х — 3.
2. Графіком функції у  =  | х | є сукупність бісектрис першого і другого коорди­

натних кутів (рис. 4.3).
3. Графіком функції

х2 — 2 , —о о < х ^ 2 ;
У  ̂ 2, 2 <  х <  - f  оо,- г

що задана різними аналітичними внразамн на різних частинах області зміни х, е 
сукупність параболи і прямої (рис. 4.4). Стрілка на графіку означає, що точка М (2;
2) ие належить прямій.

4. Функція
[— 1 , * < 0;

у  =  sign х = 0, х =  0;
1 , * > 0
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(читається «сигнум ікс») визначена на всій числовій осі і набуває трьох значень: 
— 1; 0; !; X =  (— оо; +  оо), У =  {— І, 0, І).  Графік цієї функції зображено на 
рис. 4.5.

5. Функція у  — (рис. 4.6) визначена при х Ф  0 і набуває двох значень: 

- І ;  1; АГ =  (—оо; 0) и (0; +оо): У =  ( — 1, 1}.

Зауважимо, що в прямокутній системі координат Оху (рис. 4.7) 
функцію задає лише така крива /2, яку кожна пряма, що проходить 
через точку х £ X  паралельно осі Оу, перетинає лише в одній точ­
ці. Область визначення цієї функції —■ відрізок [а; Ьі, який є проек­
цією кривої на вісь Ох. Щоб знайти значення функції //„ =  /  (х0), що 
відповідає значенню аргументу х0, потрібно через точку х0 £ [а\ 
Ьі провести перпендикуляр до осі Ох. Довжина цього перпендикуля­
ра від осі Ох до точки М„ (х0; у0) перетину з кривою, взята з належ­
ним знаком, і є значенням функції в точці х„, тобто у0 =  /  (х„). Кри­
ва /, не задає функцію.

Табличний спосіб задання функції у — /  (х) полягає в тому, що 
відповідність між змінними х та у  задається у вигляді таблиці.

Табличний спосіб досить часто використовується при проведенні 
експериментів, коли задають певну сукупність хь  х2 х п значень ар­
гументу і дослідним шляхом знаходять відповідні значення функ­
ції: у і ,  у.і , . . . ,  у п-

Якщо функція задана аналітично, то для неї можна побудувати 
таблицю, тобто табулювати функцію. Табулюються, як правило, функ­
ції, які виражаються складною формулою, але часто зустрічаються в 
практиці. Такими є, наприклад, таблиці логарифмів, тригонометричні

Рис. 4,5 Рис. 4.6
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-7 Г

Г = їП
1 2  5  ^

Рис. 4.8

таблиці тощо. І тут, як і при графічному заданні функції, виникає 
обернене запитання: чи завжди можна від табличного задания функ­
ції перейти до аналітичного, тобто чи можна функцію, задану таб­
лицею, задати формулою? Щоб відповісти на нього, зауважимо, що 
таблиця дає не всі значення функції. Проміжні її значення, які не вхо­
дять у задану таблицю, можна знайти наближено за допомогою так 
званої операції інтерполювання функції. Тому в загальному випад­
ку знайти точний аналітичний вираз функції за її таблицею неможли­
во. Проте можна побудувати формулу, причому не одну, яка для зна­
чень Хі, що є в таблиці, буде давати відповідні значення y t функції. 
Такі формули називаються інтерполяційними (гл. 5, п. 72).

Останнім часом табличний спосіб широко застосовується у зв’яз­
ку з використанням електронно-обчислювальних машин (ЕОМ), тому 
що вихідну інформацію ЕОМ видає у вигляді числових масивів (таб­
лиць). У зв’язку з цим все більше поширюється і стає одним з ос­
новних четвертий спосіб задания функції — за .допомогою комп’ю­
терних програм. Як правило, цим способом задаються такі функції, 
які є розв’язками складних математичних задач. Жодним з поперед­
ніх способів подібні функції задати не можна.

Крім розглянутих існують й інші способи задания функції. Так, 
функцію можна задати словесним описом залежності між змінними.

Приклади
1 . Функцію у  задано умовою: кожному дійсному числу х ставиться у відповід­

ність найбільше ціле число, яке не перевищу« х (рис. 4.8). Ця функція, визначена на 
множині дійсних чисел, називається цілою частиною х і позначається у  =  [*1 або 
у  =  Е (х) (Е — початкова літера французького слова entier — цілий). Наприклад, 
10, 2] =  0, [—2, 5] =  —3, [5] =  5 і т. д.

2. Кожному раціональному числу ставиться у відповідність число 1, а ірраціо­
нальному — число 0. Ця функція теж визначена на множині R. Вона позначається 
через D  (х) і називається функцією Діріхле:

якщо х  — раціональне число;
якщо х — ірраціональне число.

Графік функції D (х) практично зобразити не можна, бо він складається з точок 
прямої у  =  1 , що мають абсцисами раціональні числа, і з точок прямої у  =  0, в' яких 
абсциси — ірраціональні числа.
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2.4. Класифікація елементарних функцій
Основними елементарними функціями називаються такі:
1. Степенева функція у — X а , а  £ R . Область визначення і гра­

фіки цієї функції залежать від значення а  (рис. 4.9, а—є).
2. Показникова функція у  =  ах, а >  0, а Ф  1 (рис. 4.10).
3. Логарифмічна функція у  =  loga х, а >  0, а Ф  1 (рис. 4.11).
4. Тригонометричні функції: у  =  sin х, у =  cos х, у  =  tg х,

у =  ctg х (рис. 4.12, а—г).
5. Обернені тригонометричні функції: у  =  arcsin X, у  =  arccos х, 

у =  arctg х, у =  arcctgx (рис. 4.13, а—г).
Графіки основних елементарних функцій треба пам’ятати. Пере­

творюючи їх, можна дістати графіки багатьох інших функцій. Не­
хай графік функції у  =  /  (х) відомий, розглянемо деякі перетворення 
цього графіка.

1. Графік функції у  — f  (je) +  Ь дістанемо з графіка функції у  =  
=  f  (х) паралельним перенесенням останнього вздовж осі Оу на ве­
личину, що дорівнює b (рис. 4.14).

2. Графік функції у  — f  (х +  а) дістаємо з графіка функції у  =  
=  f  (х) паралельним перенесенням останнього вздовж осі Ох на ве­
личину, що дорівнює а (рис. 4.15).

3. Графік функції у  =  cf (х), с Ф  0 (рис. 4.16) дістаємо з графіка
функції у  =  /  (х) при 0  <  с <  1 за допомогою стискування в разів 
ординат останнього, а при с >» 1 за допомогою розтягування в с разів

у\)С
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його ординат із збереженням відповідних абсцис. Якщо —оо <  с <  
<Г 0 , то графік у  =  с[ (х) є дзеркальним відображенням графіка 
у  =  —cf (х) відносно осі Ох (відповідно до випадків —1 <  с <  0 і 
с <  — 1).

4. Графік функції у  =  /  (Ая), к ф О  дістаємо з графіка функції
у  =  f  (х) при 0  <  /г <  1 збільшенням в разів абсцис його точок,
а при 1 <  к <  +сх> зменшенням в к разів абсцис його точок із 
збереженням їхніх ординат (рис. 4.17).

Якщо —оо <  /г <  0, то графік у =  /  (Ая) є дзеркальним відобра­
женням графіка f  (—кх) відносно осі Оу.

Введемо арифметичні операції над функціями. Нехай функція 
у  =  f  (х) визначена на множині А, а <р (х) — на множині В, причо­
му переріз цих множин С =  А П В Ф  0 .  Тоді на множині С можна 
визначити суму функцій /  (х) +  ф (х). Значення суми в точці х  — 
=  *0 6 С — це число, яке дорівнює сумі /  (х0) +  Ф М -  Аналогічно

Рис. 4.12
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y-f(x+ o) У
a>0 ^ j a i

іt--f(x) y=f(x*a) 
A  lo i  s  a<0

/  / /

/  A
/  *

Рис. 4.15

y=cf(x),c>1

=cf(xj,0<C<1

y*cf(x),-t<c<0
y=Cf(Xj,C<-f

і  У
y-ffcn) y*f(x)

V < f \

1, \ \
f  0 \ \  *

y 'ffitx)
-f<K<0

Рис. 4.16
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можна визначити різницю f  (х) — ф (х), добуток f  (х) ф (х) та част- 
/ (х )ку ' : '  цих функцій (останню за умови, що ф (х) #  0 , V х 6 С). 
Ф \х )

Над функціями виконують і так звану операцію суперпозиції, або 
накладання. Нехай функція у  =  f  (и) визначена на множині А, а 
функція и =  ф (х) — на множині В, причому для кожного значення 
х 6 В відповідне значення и =  ф (х) £ А. Тоді на множині В визна­
чена функція f  (ф (х)), яку називають складеною функцією від х, або 
суперпозицією заданих функцій, або функцією від функції.

Змінну и =  ф (х) функції у =  f  (и) називають проміжним аргу­
ментом, або внутрішньою функцією, а змінну у  =  f  (и) зовнішньою 
функцією.

З/* ”Наприклад, функція у  =  у sin х є суперпозицією двох основ­
них елементарних ф ункцій— степеневої та тригонометричної: у —З _
=  і/ ' и, u Є [—1; 1], и =  sin х, х 6 (—о о ;  + о о ) .  Складені функції 
можна утворювати за допомогою суперпозиції не тільки двох, а й 
більшої кількості функцій.

Наприклад, функцію у — 2sinJC можна розглядати як суперпо­
зицію трьох функцій:

у  =  2“, и £ [— 1; 1], и =  sin V, V £ (— сю; -f сю),
V =  X s , х £  ( — о о ;  +  о о ) .

Основні елементарні функції, а також функції, утворені за допо­
могою формул, в яких над основними елементарними функціями 
виконується лише скінченне число арифметичних операцій (дода­
вання, віднімання, множення, ділення) і суперпозицій, називаються 
елементарними.

1 5*2 _  1
Так, функція і/ =  arccos— -1— є елементарною функцією, 

а функції
X s , —  о о  <  X  < :  1; X2 , X і  . х п .

^ = х + “9 ' + Т +  + 1 Г +  •••
2 лг +  1 , 1 < х <  +  о о ;  2  3  "

не є елементарними. Неелементарними є також функції п\, sign х, 
Е (х), D {х).

Елементарні функції поділяють на такі класи.
1) Функція виду Р  (х) =  a„xn +  ßx-V"- 1  +  ... +  a„-ix +  ап, де 

п 6 Z0, Oq, аг, ..., ап — дійсні числа — коефіцієнти (ß„ Ф  0), назива­
ється цілою раціональною функцією, або многочленом (поліномом) 
степеня п. Многочлен першого степеня називається також лінійною 
функцією, а другого — квадратичною.

2) Функція, що є відношенням двох многочленів

п ( г\   °о*п Ч~ °i-yfl 1 Ч~ • • • Н~ ап
) ~ ь и, г  + ьі/ * - і+  . . .  + ь т ’

У
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називається дробовою раціональною функцією, або раціональним 
дробом.

Сукупність многочленів і раціональних дробів утворює клас ра­
ціональних функцій.

3) Функція, утворена за допомогою скінченного числа суперпо­
зицій та арифметичних операцій над раціональними функціями і над 
степеневими функціями з дробовими показниками і яка не є раціо­
нальною, називається ірраціональною функцією.

Наприклад, функції у  =  j /~  У = V~x +  5 — ірраціо­
нальні.

4) Елементарна функція, яка не є раціональною або ірраціональ­
ною, називається трансцендентною функцією. Це, наприклад, функ­
ції у  =  sin х, у  =  2 * +  х, у  =  lg х, у  =  arctg х  тощо.

2.5. Обмежені функції
Функцію f  (х), визначену на множині А,  називають обмеженою 

на цій множині, коли існує таке число М  >■ 0, що для всіх х  Є А 
виконується нерівність I f  (х) І ^  М. Таким чином, значення обме­
женої функції не виходять за межі відрізка [—М; М \. Тому її гра­
фік лежить між прямими у  =  — М  та у =  М  (рис. 4.18). Наприк­
лад, функції у  =  sin х  та у  =  cos х  обмежені на всій числовій осі, 
бо I sin х  І < 1  1 , I cos х  І 1 , х  6  (—оо; +оо).

Якщо для функцій f  (х) або <р (я), визначених на множині А, іс­
нує таке число N, що виконується нерівність f  (х) <1 N  або <р (х) ^  
^  N, то функцію f  (х) називають обмеженою зверху, а <р (х) — 
обмеженою знизу. Наприклад, функція у  =  а* на інтервалі (—о о ; 
+ о о )  обмежена знизу прямою у  =  0 , але не обмежена зверху; 
функція у  =  —х2 -J- 4х — 3 (рис. 4.19) обмежена зверху прямою
у  =  1 , але не обмежена знизу; функція у  =   необмежена.

Розглядаючи обмеженість функції f  (х), ми тим самим характе­
ризуємо множину значень цієї функції.
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2 .6 . Монотонні функції
Нехай функція f  (х) визначена на множині А.  Якщо для двох до­

вільних різних значень хг і х2 аргументу, взятих із множини А,  з не­
рівності Ху <Z х2 випливає, що:

а) f  (Xj) <  f  (Xj), то функція називається зростаючою;
б) f  (-«і) ^  f  (Xj), то функція називається неспадною;
в) f  (*і) >  f  (**). то функція називається спадною;
г) f  Wd ^  f  Іхг)> то функція називається незростаючою.
Наприклад, функція у  — а* (рис. 4.10) є зростаючою при а >

1 і спадною при 0  <  а <  1 на інтервалі (—оо; + о о ) ;  функція
у  =  — х2 +  4х — 3 (рис. 4.19) є зростаючою на інтервалі (— оо;  2) і 
спадною на інтервалі (2; + о о ) ;  функція Е (х) (рис. 4.8) — неспадна.

Зростаючі, незростаючі, спадні й неспадні функції на множині 
А  називаються монотонними на цій множині, а зростаючі і спад­
ні — строго монотонними.

Нехай функція не є монотонною в усій своїй області визначення, 
але цю область можна розбити на деяке (скінченне чи нескінченне) 
число проміжків, які не перетинаються і на кожному з яких функ­
ція монотонна. Такі проміжки називаються проміжками монотон­
ності функції.

Так, функція у — у? не є монотонною на всій числовій осі, але 
має два проміжки монотонності: (— оо; 0) і (0 ; + о о ) ;  на першому 
з них функція спадає, а на другому — зростає.

Функції у  =  sin х  і у  =  cos х  мають нескінченну кількість про­
міжків монотонності.

2.7. Парні і непарні функції
Нехай функція f  (х) визначена на множині А точок осі Ох, роз­

міщених симетрично відносно точки х  =  0, тобто якщо х  6 А, то 
й —X є А.

Функцію f  (х) називають парною, якщо f  (—х) =  f  (х), х  Є А,  
і непарною, якщо f  (—х) =  —f  (х), х  £ А.

Приклади

1. Функція у  =  — — не є парною і не є непарною, бо ї ї  область визначенняX “Г £
не симетрична відносно точки х =  0: в точці х =  2 функція визначена, а в точці 
х  =  —2 — не визначена.Qv2 у

2. Функція у  = -------■----- має область визначення (— оо; 0) U (0; + о о ) ,  снмет-X
ричиу відносно точки х =  0 , але не є ні парною, ні непарною, бо

, 2 (— ж)2 -f- (— х) 2*2 — * 2х* +  х
/ ( - * ) =  — ---------=  - — — ; - /< * )  =  - — —  :

Н — Х)ФІ (х), f (— x)=£ — t  (X).
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_L 1
3. Область визначення функції f  (*) =  _ — симетрична відносно точки

_  — З
* = 0 ( * # ±  / 3 ) ,  і ця функція парна, бо

4. Функції у  =  sin х, у  =  tg х, у  =  ctg х — непарні, а у  — cos х — парна.
Графік парної функції симетричний відносно осі Оу, а непарної — відносно по­

чатку координат. Крім того, якщо парна чи непарна функція має певну властивість 
для додатних значень х, то можна визначити відповідну властивість для від’ємних 
значень х. Наприклад, якщо для х ;> 0 парна функція зростає, то для х <  0 ця функ­
ція спадає.

2.8. Періодичні функції
Функція f  (х), визначена на всій числовій прямій, називається 

періодичною, якщо існує таке число Т, що /  (х +  7") =  f  (х). Число 
Т  називається періодом функції. Якщо Т  — період функції, то її пе­
ріодами є також числа k T , де k  дорівнює ± 1 , ± 2 , ... . Найменший 
з додатних періодів функції, якщо такий існує, називається основним 
періодом функції.

Ми визначили періодичну функцію, задану на всій числовій пря­
мій. Більш загальним є таке означення.

Функція f  (х), визначена на множині X, називається періодичною 
на цій множині, якщо існує таке число Т  Ф  0, що х Т  £ X  і 
f { x  +  T ) = f  (л), х б X.

З означення випливає, що для побудови графіка періодичної з пе­
ріодом Т  функції досить побудувати її графік на довільному проміж­
ку довжини Т,  а потім продовжити цей графік на всю область визна­
чення, повторюючи його через кожний проміжок довжини Т.

Приклади
1 . Основним періодом функцій у  =  sin х, у =  cos х є число Т  =  2п.
2. Функції у  =  tg х і у =  ctg х мають основний період Т =  п.
3. Періодом функції у — С (С — стала) є довільне, відмінне від нуля число; 

ця функція не має основного періоду.
4. Знайти період функції у -  sin (ах +  6), х £ (— оо; + ° о ) .

О Якщо ця функція періояичн< . то існує таке число Т Ф  0, що

sin (ах +  Ь) =  sin (о (х 4- 7 ) +  6),
звідки

2 пп
2пп -f- ах -f- Ь =  ах -f- аТ  +  b, Т =  —- — , п £ Z.

Отже, основним періодом даної функції є число Т =
а І

Періодичні функції відіграють важливу роль для математичного 
опису періодичних явищ, що спостерігаються в природі. Характерною 
особливістю цих явищ є періодичне повторення їх через певні про­
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міжки часу. Прикладами можуть бути рух маятника навколо осі, 
рух небесних тіл (планети рухаються по еліптичних орбітах), робота 
майже всіх машин і механізмів пов’язана з періодичним рухом (рух 
поршнів, шатунів тощо).

2.9. Неявно задані функції
Якщо функція задана рівнянням у  =  І  (х), розв’язаним відносно 

залежної змінної у, то кажуть, що функція задана у явній формі або 
є явною.

Під неявним заданиям функції розуміють задания функції у 
вигляді рівняння У7 (х, у) — 0 , не розв’язаного відносно залежної 
змін ної.

Це рівняння задає функцію лише тоді, коли множина впорядкова­
них пар чисел (х, у), які є розв’язком даного рівняння, така, що будь- 
якому числу х0 у цій множині відповідає не більше однієї пари (х0, 
у0) з першим елементом х0. Так, рівняння 2х +  3у  — 1 = 0  задає 
функцію, а рівняння х2 +  у 2 — 4 не задає, бо значенню х0 =  У"3 
відповідає дві пари чисел: (К з , 1), (>г3, — 1).

Довільну явно задану функцію у =  ! (х) можна записати як не­
явно задану рівнянням /  (х) — у = 0 ,  але не навпаки. Наприклад, 
функцію єу — х +  у  =  0  явно записати не можна, бо це рівняння 
не можна розв’язати відносно у. Тому неявна форма запису функ­
ції більш загальна, ніж явна. Неявно задану функцію називають 
неявною.

Зауважимо, що терміни «явна функція» і «неявна функція» харак­
теризують не природу функції, а аналітичний спосіб її задания.

2.10. Обернені функції
Нехай задана функція у  =  / (х) з областю визначення X  і мно­

жиною значень У. Функція ї  (х) кожному значенню х0 6  X ставить 
у відповідність єдине значення у0 в У (рис. 4.20). При цьому може 
виявитись, що різним значенням аргументу х, і х2 відповідає одне 
й те саме значення функції (рис. 4.21). Додатково вимагатимемо, 
щоб функція / (х) різним значенням х ставила у відповідність різ-
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ні значення у. Тоді кожному значенню 
У 6  У відповідатиме єдине значення X, 
тобто можна визначити функцію х  — ц> (у) 
з областю визначення У і множиною зна­
чень X. Ця функція називається оберненою 
функцією до даної.

Отже, функція X =  ф (у) є оберненою 
до функції у =  ї  (х), якщо:

0

1 ) областю визначення функції ф є мно­
жина значень функції

X.о Ус X
Рис. 4.22

2) множина значень функції ф є облас 
тю визначення функції /";

3 ) кожному значенню змінної у  £ У від­
повідає єдине значення змінної х  б X.

З цього випливає, що кожна з двох функцій у  =  /̂  (х) і х  =  Ф (у) 
може бути названа прямою або оберненою, тобто ці функції взаємно 
обернені.

Щоб знайти функцію х  =  ф (у), обернену до функції у  =  ї  (х), 
достатньо розв’язати рівняння ї  (х) =  у  відносно змінної х  (якщо 
це можливо). Оскільки кожна точка (х; у) кривої у  — ї  (х) є одночас­
но точкою кривої х  =  ф (у), то графіки взаємно обернених функцій 
У — ї  М  • х  =  ф (у) збігаються. Якщо ж додатково зажадати, щоб, 
як звичайно, незалежна змінна позначалась через х, а залежна — 
через у, то замість функції х =  ф (у) матимемо функцію у  — Ф (х). 
Це означає, що кожна точка Лі, (х0; у0) кривої у  =  / (х) стане точкою 
М 2 (у0> х0) кривої у  =  ф (х). Оскільки в системі координат Оху точки 
Мх і М 2 симетричні відносно прямої у  =  х, то графіки взаємно 
обернених функцій у — І (х) і у =  ф (х) симетричні відносно бісек­
триси першого і третього координатних кутів (рис. 4.22).

З означення оберненої функції випливає, що функція у  =  ф (х), 
х  Є X, у  Є У має обернену тоді і тільки тоді, коли ця функція 
задає взаємно однозначну відповідність між множинами X і У. 
Таку властивість мають, зокрема, зростаючі функції, оскільки для 
них (хг <  ха) <=> (І/і <  Уг>, і спадні функції, тому що для них (Хі <  
< 1  *2) <=> («  ̂>  г/з). Звідси випливає, що будь-яка строго монотонна 
функція має обернену функцію. При цьому, якщо пряма функція 
строго зростає (спадає), то обернена їй функція також  строго зростає 
(спадає).

Зазначимо без доведення, що коли функція у  =  ї  (х) зростає 
(спадає) і неперервна на відрізку [а; Ь\, то вона має обернену функ­
цію, яка зростає (спадає) і неперервна на відрізку [} (а); /  (Ь)1

і ± ! ( р и с .  4.23).
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у шХг,ХЄСО;«о)

X
Рис. 4.23 Рис. 4.24

2. Функція у  =  я* на множині (—оо; + ° о )  не має оберненої, тому що вона не є 
монотонною; на множині (0; -{-оо) вона має обернену функцію у  =  V х ,  х £ (0; -{-оо) 
(рис. 4.24).

3. Функція у  =  ах, х  £ R, у  £ (0; -Ьоо) (рис. 4.10) має обернену функцію у  =  
=  logo*, х Є (0; + о о ), у  є R  (рис. 4.11).

4. Функція у  — sin х, х 6 R  (рис. 4.12, а) не має оберненої; функція у  =  sin х ,

х  € І— має обернену функцію у  — arcsin ж, ж 6 І— 1; Ч (рис. 4.13, а).

5. Функція у — cos ж, х  6 [0; лі (рис. 4.12, б) має обернену функцію у  =
*= arccos х ,  х  g [— 1; 1], у  £  [0; л] (рис. 4.13, б ) .

6. Функція у  =  arctg х ,  х  £ (—оо; + о о )  (рис. 4.13, в) обернена функції у  =

7. Функція у  =  arctg х, х £ R  (рис. 4.13, г) обернена функції у  =  ctg х, х £ (0; 
я ). У € R  (рис. 4.12, г).

2 . 1 1 . Параметрично задані функції
Нехай задано дві функції

однієї незалежної змінної t, визначені на одному й тому самому про­
міжку. Якщо функція х  =  ф (f) строго монотонна, то згідно з поперед­
нім пунктом вона має обернену функцію t — Ф (х). Тому змінну у  
можна розглядати як складену функцію від х : у  =  і]) (Ф (х)).

Задания функціональної залежності між х і у  у вигляді двох 
функцій (1) називають параметричним заданиям функцій. Допо­
міжна змінна t  при цьому називається параметром. Всяка парамет­
рично задана функція (1) визначає на площині Оху деяку криву, про­
те не всяка параметрично задана крива (гл. З, п. 1.4) визначає функ­
цію.

Приклади
1. Рівняння X =  R  cos І, у  =  R  sin і, /  £ [0; л] визначають функцію, оскільки 

змінна x — R  cos t, t  6 [0; л] строго монотонна. Задана функція визначає півколо 
у  =  У  R2 — ха, розміщене у верхній півплощині, тому що при 0 С  / <  л значення 
у  =  R  sin / >  0.

* =  Ф (0. У О)
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2. Рівняння je =  a cos3 і, у  — a sin3 t, 0 ^  t  ^  - j -  визначають функцію, гра­
фіком якої е дуга астроїди, що знаходиться у першому координатному куті (рис. 3.8).

З а в д а н н я  д л я  с а м о к о н т р о л ю

1. Що називається функцією? Навести приклади.
2. Що називається областю визначення та множиною значень функції?
3. Охарактеризувати основні способи задання функції.
4. Які функції називаються основними елементарними функціями?
5. Побудувати графіки таких основних елементарних функцій: 
у  =  х; у  =  Xі ; у  =  х3; у =  х ~ '; у  =  ах \
у  =  logo х\ у  — sin х; х =  cos х\ у  =  tg х; 
у  =  ctg х; у  =  arcsin л у  — arccos х; у  =  aretg х.
6. Як, маючи графік функції у  =  f  (де), побудувати графік функції у  — af (kx +  

+  6)?
7. Яка функція називається складеною? Навести приклади.
8. Яка функція називається елементарною?
9. Як класифікують елементарні функції?
10. Які функції називаються монотонними? Навести приклади.
11. Яка функція називається парною, непарною? Які особливості цих функцій? 

Навести приклади.
12. Яка функція називається періодичною? Що називається її основним періо­

дом? Навести приклади.
13. Як знайти функцію, обернену до даної? За яких умов існує обернена функ­

ція? Навести приклади.
14. Я ка функція називається неявно заданою, параметрично заданою?
15. Знайти область визначення функцій:

г -  З х — І
а) У =  І х +  arcsin — -̂----- +  lg (9 — х2); б) у  =  lg cos х.

16. Нехай f  (х) =  (х +  1) (х — 1) 1. Довести, що f  (х~~') =  —f  (x).
17. За допомогою перетворень відповідних графіків основних елементарних 

функцій побудувати графіки функцій: а) у  =  sin х +  3; б) у  =  3 sin 2 jc; в ) у  =  
=  lg (х — 1).

18. Довести, що коли кожна з функцій f  (х) і <р (je) зростає на інтервалі (а; 6),
то їхня сума /  (je) +  <р (je) також зростає на цьому інтервалі.

19. Довести: а) функція у  — je4 +  2je2, je £ [0; 1] не є ні парною, ні непарною;
б) функція у  =  х2 4" cos х, х £ (—оо; 4"оо) парна: в) функція у =  х3 — 3si nx,  
х £ R  — непарна.
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20. Довести, mo функція у  =  sin неперіодична, а функція у  =  sin Зх має 

2
о:новним періодом число Т  =  -д- я  .

В і д п о в і д і .  15. а) |о ;  -jj- ; б) ^2 nk  — - у  ; 2л£ -)- k € 2 .

17. Див. рис. 4.25, а — в.

§ 3. ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ

3.1. Числова послідовність
З поняттям числової послідовності ми зустрічались під час ви­

вчення шкільного курсу алгебри та геометрії. Зокрема, числовими по­
слідовностями є арифметична прогресія, геометрична прогресія, по­
слідовність периметрів і площ правильних л-кутників, вписаних у ко­
ло, послідовність площ поверхонь та об’ємів правильних л-гранних 
призм, вписаних в циліндр, тощо.

Сформулюємо означення числової послідовності в загальному 
вигляді: якщо кожному натуральному числу п Є N  за певним пра­
вилом стаї иться у відповідність число х п, то множину чисел

{■Яр х2.......... ....  ■ ■ •}
називають числовою послідовністю (або коротко послідовністю) і по­
значають символом {хп}.

Окремі числа а-!, а'2, ..., х п, ... називають членами або елементами 
послідовності: At —  перший член ПОСЛІДОВНОСТІ, Х 2 —  другий і т. д., 
хп — п-й, або загальний член послідовності.

За означенням послідовність містить нескінченну кількість членів, 
причому будь-які два з них відрізняються, принаймні, номерами. 
Отже, елементи х п і хт при п ф  т вважаються різними, хоча як 
числа вони можуть бути рівні між собою. Якщо всі елементи послідов­
ності {х п} дорівнюють одному й тому самому числу, то її називають 
сталою.

Геометрично послідовність зображається на числовій осі у вигля­
ді послідовності точок, координати яких дорівнюють відповідним 
членам послідовності. Можна також зображати послідовність точка­
ми координатної площини О ху , відкладаючи на осі О х  номери членів 
послідовності, а на осі О у  — відповідні члени.

Послідовність вважається заданою, якщо вказано спосіб знахо­
дження її загального члена. Найчастіше послідовність задається фор­
мулою її загального члена.

Очевидно, що всяка функція у  =  f  (я), задана на множи і нату­
ральних чисел /V, визначає деяку числову послідовність {«/„} з за­
гальним членом у п = f  (п).
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